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1. Kommutative Ringe

a. Polynome, Potenzreihen, Quotientenkorper

1.1.

Seien alle Ringe kommutativ mit 1.

Alle Ringhomomorphismen ¢ : A — B; p(1) =1
IdealeI c A:al CIVa€cA

~wA/ll={a+1:a€ A}

a+l=b+I=b-acl

V : A — B s ker(p) ist Ideal in A.

A/ ker ¢ = B, falls ¢ surjektiv.

A nullteilerfrei: Ya,be A(ab=0=>a=0VvVb=0)
A*={ueA: v e A mit uv =1}, die Gruppe der Einheiten, v = u™".
Korper K: (Q, R, C, IF,), Ringe: K[t], Z, Z[i].

1.2.
Sei d € Z, betrachte den Ring Z[ Vdl:={a+bVd:a,beZ) (VdeC fest gewdhlt)

Z[Vd] c Cist ein Teilring: (a + b V)@ + b Vd) = (aa’ + bb'd) + (ab’ + a’b) Vd.

Setze voraus: d keine Quadratzahl in Z. Dann sind 1, Vd linear unabhéngig in Q:
a+bVd=0,ab=0= a* = b?d = d ist Quadratzahl, Widerspruch.

Was sind die Einheiten in Z[ Vd]?
Definiere fiir x = a + b Vd (a,b € Z) die Norm von x als N(x) := a2 — b* € Z.

Sarz 1.3.

(@) N(xy) = N(x)N(y) ¥ x, y € Z[ Vd]
(b) Z[Vd]' = {x € Z[ Vd] : N(x) = +1}.

BeweEis:

(@) Seio: Z| \/c_l] A \/3] der durch o(a + b \/E) := a — bVd definierte Ringho-
momorphismus.
o((a +bVd)(@ + b V) = (aa’ + bb'd) — (ab’ + a’b) Vd = (a — bVd)(@ - b’ Vd) =
o(a+bVd)-o(@ + b Vd)
Esist N(x) = x - 0(x), also N(xy) = (xy)o(xy) = xy - o(x) - o(y) = N(x) - N(v).
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(b) Sei x eine Einheit: 1 = N(1) = N(xx™!) = N(x) - N("!) = N(x) - N(x)™! =
N(x) € {£1}.
Umgekehrt: ist N(x) = e = £1=> 1= =x0(x)- e = x' = ¢-0(x) = x ist
eine Einheit.

O

BEMERKUNG 1.4.

Z[ Vd]" besteht aus allen a+ b Vd, bei denen (a,b) € Z?2 die Losungen von a? — b2d =
+1 durchlauft.

d=-1: Z[V-1]" = {£1, i}

d < —2: Z[Vd]" = {+1)

d > 2: man kann zeigen, dass es unendlich viele Einheiten gibt.

1.5.
Zu jedem Ring A habe A[t].

Elemente sind die f = Y, a;- t,a; € A,n € N U {0}.
i=0

Ista, # 0 = n = deg(f). Es gilt:

deg(f + g) < max{deg(f), deg(g)}
deg(f¢) < deg(f) + deg(g), Gleichheit falls A nullteilerfrei.

deg(0) := —oo.

Insbesondere: A nullteilerfrei = A[t] nullteilerfrei, und A[t]* = A”.
Universelle Eigenschaft:

LEmma 1.6.
Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, sei b € B. Dann existiert genau eine Fortset-
zung  : A[t] — B von ¢ zu einem Ringhomomorphismus 1 mit Y (t) = b.

BEweErs:
Man muss definieren (3 ait') := ¥ p(an)b'.

a € A heifit Nullstelle von f € A[t], wenn f(a) = 0.

LEmma 1.7.
Ist f € AltJunda € Amit f(a) =0,s0 Ag€Altlmit f =(t—a)-g.
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BeweErs:

Induktion nach n = deg(f).

Istdeg(f) <0= f =0:OK.

Sei f = ct" + (kleinere Grade), schreibe f := ct"'(t —a) + fi = deg(f1) < n und
@ =0=fi=(t-a)g=f={t-a)ct"" +g)

——

KoRroLLAR 1.8.

Ist A nullteilerfrei, f € A[t] und sind a;,...,a, € A paarweise verschiedene Nullstellen
von f,so0 Ag€Alt]: f=Ct-a1)-...-(t—a,)- g

Insbesondere ist r < deg(f).

BEWEIs:
f =(t —m) - fi nach Lemma 1.7 Einsetzen von a, = fi(a2) = 0. Nun Induktion.
O

1.9.
Man definiert induktiv:
A[tl, ey tn] = A[tl, ceey tn—l][tn] furn € IN.

Die Elemente von Al[ty,...,t,] sind die endlichen Summen ), a,t*, mit a =
aeZl}

(@1,...,a,) € Z" (Z, := Ny := N U {0}).
f =10y, a0 = 0 ffa. a.
A nullteilerfrei = A[ty, ..., t,] nullteilerfrei und A[ty,...,t,] = A".

Ist A = K ein Korper, so hatten wir gesehen: A[t] ist ein Hauptidealring.
In n > 2 Variablen ist dies falsch.

1.10.
Eine formale Potenzreihe iiber A (in t) ist

f=) a,t" mita, € A
n=0
(beliebig viele diirfen # 0 sein!).

NEBENBEMERKUNG: -
Keine Konvergenzbetrachtung: f = Y a,t" = ap + ait + apt* + ... als symbolischer

n=0



4 1. Kommutative Ringe
Ausdruck!

Definiere + und - fiir formale Potenzreihen:

(Z ant”) + (Z bnt”) = (Z(an + bn)t”)
(Z ant”) . (Z bnt”) =) c,t"

n
wobei ¢, := Y a;b,_; (n > 0) sei.
i=0

Man sieht sofort, dass diese Operationen die Ringaxiome erfiillen, und definiert:

DerinNITION 1.11.
Der Ring aller formalen Potenzreihen tiber A wird mit A[t] bezeichnet.

1.12.
Wie bei Polynomen gibt es eine Art ,Grad”:

fur f =} a,t" sei w(f) := inf{n > 0 : a, # 0} (w(0) := o), die Ordnung von f.

n>0

Es gilt: w(f + ) > minfw(f), w(g)}, w(f - §) = w(f) + w(g).

Ist A nullteilerfrei, so gilt w(fg) = w(f) + w(g).
Insbesondere ist dann auch A[t] nullteilerfrei.

VoRrsicHT:

In formalen Potenzreihen kann man im Allgemeinen keine Werte einsetzen. Aus-

nahme ist t = 0: f(0) := ao fuir f = }_ a,t". Die Abbildung A[t] — A, f — f(0) ist
n=0

ein Ringhomomorphismus.

Sarz 1.13.
Fiir f € A[t] gilt: f € A[t]* = f(0) € A"

BeweEis:
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=" f8=1= f(0)-g(0)=1= f(0) e A".

L& isel f =) a,t" mit f(0) = a9 € A"

n>0

Schreibe f = ay - (1 + Z—lt + Z—th + .. ) =:ap(1 + g) mit w(g) > 1.
0 0

=g

Zeige: fiir solches gist 1+ g € A[f]".

[ﬁ = 1—x+x2—x3+...]

Setzeh:= Y (-1)"'¢"=1-¢+¢* - +...
n>0

(das ist eine Definition (!!)

Behaupte (1 + g)i = 1. Fiirjedes festen > Qisth=1—-g+ >+ —... + (=1)"¢" + Iy
mitw(h) >2n+1=>1+9h=1+9(1-g++...£¢")+1+ 9h
——
n+1 w>n+1

1+ g
N——

w>n+1

= (1+ g)-h =1 (dafiir jedes n > 0 obiges gilt)

Sarz 1.14.
Ist A = K ein Korper, so ist K[[t] ein Hauptidealring.

Fiir f, ¢ € K[t] gilt: f | g © w(f) < w(g).
Die einzigen Ideale von K[t] sind (0) und (") fiir n > 0.

BeEwers:
Sei w(f) = n > 0 da A ein Korper ist, folgt f = t" - ¢ mit g(0) # 0. Nach 1.13 ist ¢
eine Einheit = f ~ t".

O

Frace: Welche Ringe lassen sich in Korper einbetten?
Nortwenbpia: nullteilerfrei, zeigen: das ist auch hinreichend!

DerFINITION 1.15.
Eine multiplikative Teilmenge von A (= beliebiger Ring) ist eine Teilmenge S C A
mit 1 € S und mit (51,52 ES=> S1°5p € S)



6 1. Kommutative Ringe

BEeisprieL 1.16.

(1) S :=Menge aller Nichtnullteiler von A: 1 € S, 51,5, - g =0= g = 0.
(2) S:={1,s,s%,s°,...} fiir ein festes s € A.

(3) A =Z, p eine feste Primzahl, S:={n € Z : p 1 n}.

KonsTrUKTION 1.17.
Sei S C A eine multiplikative Teilmenge aus Nichtnullteilern.
Fir (a,s),(@’,s") € A X S definiere
(a,s)~ (a',s): = as’" =a's.
Das ist eine Aquivalenzrelation auf A X S (symmetrisch, reflexiv OK); transitiv:
Ist (a,s) ~ (@’,s’) und (a’,s") ~ (a”’,s”), also as’ = a’s (I) und a’s” = a”s’ (II)
zu zeigen: as”’ = a’’s.
(as’)s” = (a’s)s” =s(a's”) = s(a’s).

—— ——

0 (n

Kiirzen mit s" (moglich, da nicht Nullteiler) ergibt as” = a

144

S.

Mit ¢ wird die Aquivalenzklasse von (a, s) bezeichnet. Mit Ag := {% ca€A,s€ S}

bezeichnet man die Menge aller Aquivalenzklassen. Definiere + und - aus As:
a_ b at+bs a b ab
44 b .—a4bs a b _ ab

s tT st /s ot st*

Dies ist wohldefiniert, z.B. Addition:

(a,s) ~(,s), (b, t)~ 1)

muss zeigen: (at + bs,st) ~ (a’t’ + b't',s't’), also (at + bs)s't’ = (a’t’ + b's’)st.

Lemma 1.18.
Mit den so definierten Operationen + und - wird Ag zu einem kommutativen Ring. Die
Null ist 9, die Eins ist 1.

Sarz 1.19.

(a) Die Abbildung ¢ : A — As,@(s) := 1, ist ein injektiver Ringhomomorphismus
mit @(S) C (Ag)* (= man kann A als Unterring von Ag auffassen).

(b) Isty : A — B ein beliebiger Ringhomomorphismus mit 1(S) C B, so existiert eine
eindeutige Fortsetzung ¢ : As — B von :

B « As <« A — Bkommutiert.
—— ~——  ——

¢ m ¥
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BeweEis:

(b) Fir € Ag: § -5 = 7= 9(s) = ¢(3) - (5) = ¥(7) = P(@a)
= es muss sein P(2) = P(s)™ - Y(a)
(das geht, da y(s) € BY).
Man priift: {ﬁ ist dadurch wohldefiniert und homomorph.

DEFINITION UND Sartz 1.20.
Sei A nullteilerfrei, sei S ::= A \ {0}. Dann ist Quot (A) := Ag ein Korper, genannt der
Quotientenkdérper von A.

BEWEIs:

Zu tmit0 #a,s € A, ist I invers:
a _1

S

.8 =1
a 1°

FoLGERUNG 1.21.
Ein Ring ist genau dann nullteilerfrei, wenn er zu einem Teilring eines Korpers isomorph
ist.

(,=" sei S := A\ {0}, dann ist B := {¢ : a € A} ein Teilring von As, und A = B)

%
BEeisprieLE 1.22.
1. A=Z:Quot (Z) =Q

2. A = K]t], K ein Korper. Man schreibt K(t) = Quot (K][¢t])
K() = {é :f,g€K[t], g # O}, mit der bekannten Gleichheitsregel.
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b. Primideale und maximale Ideale

DeriNITION 1.23.
FinIdeal I von A heifst prim, oder ein Primideal, wenn A /I nullteilerfreiund I # A
ist.

LemMma 1.24.
Ein Ideal y von A ist genau dann prim, wenn y # A ist und gilt: Ya,be A(a-bey=
a€eyvbey)

BEeisprieL 1.25.

1. Die Primideale von Z sind genau die (0) und die (p) mit p eine Primzahl.

2. Ist A ein Hauptidealring, so sind die Primideale # (0) von A genau die ()
mit 7t irreduzibel.

3. Jedes maximale Ideal m in A ist ein Primideal.
(m maximal heifst m # (1), und fiir alle Ideale n mit m C n gilt: m = n oder
n=(1))
(denn: A/m ist ein Korper, siehe LA VII)

4. Ist I C A ein Ideal, so sind die Primideale von A/I genau die J/I mit | ein
Primideal von A, I C J:

denn%zA/](Ic]cA)

1.26.
Die Menge aller Primideale von A heifit das (Zariski-)Spektrum von A, in Zei-
chen Spec (A).

Sarz 1.27 (Urbilder von Primidealen sind wieder Primideale).
Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, und q € Spec (B), so ist ¢~'(q) € Spec (A).

BEwEIs:
Der zusammengesetzte Homomorphismus A — B —  B/g hatdenKern
N~ Y—— y
4 T nullteiler frei

¢ ~1(9). Der Homomorphiesatz sagt:

Al9~(q) = B/q.

Da B/q nullteilerfrei ist, ist auch A/¢~!(g) nullteilerfrei. O
Der Homomorphismus ¢ : A — B induziert also eine Abbildung ¢* : Spec (B) —
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Spec (A), g — q7'(q). (umgekehrte Richtung!)

Sarz 1.28.

Sei S eine multiplikative Teilmenge von A, mit 0 ¢ S.

Es gibt ein beziiglich ,1 NS = 0 maximales Ideal I von A.
Jedes solche I ist ein Primideal von A.

NEBENBEMERKUNG: die erste Aussage sagt: I NS = 0, und fiir jedes Ideal | O I mit
JNnS=0ist] =1

FoLGERUNG 1.29.
Jeder Ring A # {0} hat mindestens ein maximales Ideal (und insbesondere auch ein Prim-
ideal).

BEWwEIS:
Nimm S = {1} in 1.28.
Dann ist I aus 1.28 maximal in A, denn:
I # (1), und fiir alle ] O I gilt ] = I oder | = (1), denn: angenommen, I < | # (1);
dann wire I nicht maximal beziiglich ,[ N S = 0“.
O

DeriNITION 1.30.

Sei M eine Menge, sei X C P(M) (P(M) := Potenzmenge von M). Dann nennt man
ein A € X maximales Element von X, wenn V B € X giltt A ¢ B= A = B. Die
Menge X heifst eine Kette (oder: linear geordnet), wenn V Ay, A, € X gilt: A; C Ay
oder A2 C A].

TaEOREM 1.31 (Zorn’sches Lemma).
Sei X C P(M) derart, dass gilt: zu jeder Kette y C X gibt es ein A € X mit B C A fiir alle
B € y. Dann enthilt X ein maximales Element.

BEWwEIs:

Ist trivial, falls X endlich ist. Ist X beliebig, so ist der Beweis nicht klar. Sein Beweis
gehort in die Grundlagen der Mengenlehre:

Friedrichsdorf-Prestel: Mengenlehre fiir den Mathematiker, Vieweg.

Beweis: (von 1.28)
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(i) Sei X := Menge aller Ideale ] CAmitINS =0.
X erfiillt die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas:

sei (I,)ve, eine Kette in X. Es ist I := |J I, wieder ein Ideal von A (!) und
vey

INS =0,also I € X. Zorn’sches Lemma = X enthilt ein maximales Element.
Das ist genau die erste Aussage in 1.28.

(ii) SeilmaximalunterINS = 0.Seiena,b € Amitab € I; zu zeigen:a € IVb € I.
Angenommen a ¢ I,b ¢ I. Dann sind I + (a),[ + (b) echte Oberideale von I,
treffen also S.

Dh. dx,yel,ccd€e Amitx+ace S y+bdeS.
Multipliziere: S 3 (x +ac)(y + bd) = xy + xbd + acy + abcd € I; Widerspruch zu
INS = (= [istein Primideal von A.

DerFINITION 1.32.
Ein a € A heifit nilpotent, falls 3 n € N mita" = 0.

Kororrar 1.33.
Die Menge Nil (A) aller nilpotenten Elemente von A ist genau der Durchschnitt aller
Primideale von A. Insbesondere ist Nil (A) ein Ideal, genannt das Nilradikal von A.

BEWEISs:

Jedes nilpotente Element liegt in jedem Primideal (sei y ein Primideal, a - 4" =
Ocy=acyvaley=acy).

Umgekehrt sei 2 € A nicht nilpotent. Sei S := {1,a,4% ...} eine multiplikative
Menge mit 0 ¢ S.

1.28 = 1 Primideal y mit y N S = 0. Insbesondere a ¢ y.

BEeispieL 1.34.

Sei A := 7./(360). 360 = 23 - 3% . 5,

= die Primideale von A sind (2), (3), (5

= Nil (4) = 2) n3) N (5) = (30) = {0, 30, 60, ...,330}.

1.35.

Sei S C A eine multiplikative Teilmenge von Nichtnullteilern. Was sind die Prim-
ideale von Ag?

(Nebenbemerkung: As wird in manchen Biichern als S™' A bezeichnet)

Seip : A — As,p(a) = {. Fiir jedes Ideal I C A seils := [As := {£ :a € I,s € §}; die
ist ein Ideal in Ag, genauer: Is = IAg ist das von ¢(I) in Ag erzeugte Ideal.
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Sarz 1.36.

(a) Jedes Ideal y von Ag ist von der Form Is = IAg fiir ein Ideal I von A, z.B. fiir
[=¢7 )

(b) Ist y ein Primideal von A (mit y NS = 0), so ist ys = yAs ein Primideal von As,
und y = ¢~ (ys).

(c) Die Abbildung ¢* : Spec (As) — Spec (A), p*(q) = ¢~1(q) ist eine Bijektion von
Spec (As) auf die Menge D(S) := {y € Spec (A) : yNS = 0}. Die Umkehrabbildung
ist y — ys.

BeweEis:

(@) I:= @ 1(J) (Iist Ideal, da J Ideal ist). Dann ¢(I) C ], also Is C J.

a 1
Umgekehrt:ist 2 € [,s0 ] > {-% =7 € ], also wegen £ = 1 3 € I gilt
~—— ——
€p(D) €As
Is=].

(b) (i) 1¢yswegenynS=0.
Seien f,% € Ag mit % € ys, d.h. % = s mitc€y.

Dasheifstab u =cstey = aeyVbey.
—— ——

2y y prim
Also ¢ € ys V % € ys. Also ys prim in Ag.

(ii) ¥ € 7' (ys). Umgekehrt: ist £ € ys primin Asetwa ¢ = ! mitbe y =
as=b=aecy.
Also y = ¢ (ys).

iii) S A S A), 1) =

(iii) Spec (As) — Spec(A),q— ¢ (q) =1y

e
Ys < Y.

DEerinITION 1.37.
A heifst ein lokaler Ring, wenn A nur genau ein maximales Ideal hat.

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE 1.38.

(1) Jeder Korper ist ein lokaler Ring (maximales Ideal (0)).
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(2) A = K[t] (fur K ein Korper) ist ein lokaler Ring. (maximales Ideal: (f); denn
(0), (t") fur n > 1 sind die einzigen Ideale in Kt])

DEFINITION UND Satz 1.39.

Sei A nullteilerfrei, sei y ein Primideal von A. Dann ist S := A \ y eine multiplikative
Menge in A. Man schreibt A, := As (Ring der Briiche mit Nennern in S) und nennt A,
die Lokalisierung von A im Primideal y.

Der Ring A, ist lokal mit dem maximalen Ideal yA, = {% ta€y,s€S\ y}.

BEWEIS:
Nach 1.36 sind die Primideale von Ay genau die gAy, wo g die Primideale von A
mit g NS = P ist, also g C y. Also ist yAy das eindeutige maximale Ideal von Ay.
(jedes maximale Ideal ist ein Primideal)

O

BeisprieL 1.40.

1. A=Z,y = (p), p eine Primzahl.
=>Zy) = {% ca,beZ,pq b}isteinlokalerRingmitIdealpZ(p) = {% ca,beZ,plapt b}.

2. A = (Jt], sei m = (t) (das maximale Ideal aller in 0 verschwindenden Poly-
nome)
= Cltly = {43 : p.q € CIt],9(0) # 0},
Dies ist der Teilring Quot (C[t]) von C[t] aus denjenigen rationalen Funktio-
nen f(t), die in einer Umgebung von t = 0 definiert sind.
Das macht die Sprechweise , Lokalisierung” plausibel.
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c. Eindeutige Primfaktorzerlegung

Stets: A ist ein nullteilerfreier Ring.

DEeFINITION 1.41.
Sei0#xa€A,a¢g A"

(@) aheifit unzerlegbar (oder irreduzibel), wenn a keinen echten Teiler in A hat.

(b) Das Element a heifit prim (oder ein Primelement), wenn (a) = Aa ein Prim-
ideal ist.

BEMERKUNG 1.42.

Sei0 # g € A,a ¢ A*. Genau dann ist a unzerlegbar, wenn fiir alle b,c € A gilt:
a=bc=>beA*VceA.

Genau dann ist a2 ein Primelement, wenn V b,c € A gilt:

alb-c=albVvalc

(a Primelement = (a) Primideal & Y b,c € A (bc € (a) > b € (a) V c € (a)))

LeEmma 1.43.
Jedes Primelement ist unzerlegbar.

BEwEis:

Seia € Aprim,seia=0b-c, mith,c € A.

ala=b-c=>al|bodera|c wegena prim.

Andererseits ba, c | a. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei a | b, dann also
a ~ b (a und b sind assoziiert).

be=a=b-uueA*=>c=uecA.

BEMERKUNG 1.44.

Wir hatten gesehen (LA VII): ist A ein Hauptidealring, so sind unzerlegbar und
prim dquivalent.

Wir zeigen nun: im Allgemeinen ist das nicht so:

(i) A=2Z[V-5]={a+bV=5:a,beZ}.
InNA:6=2-3=(1+ V=5)-(1- V=5) *)
241+ V=5,341+ V=5. Also sind 2,3 in Z[ V-5] nicht prim.
Sie sind aber zerlegbar: brauche N(a + b V=5) = a? + 5b% N(x1x, = N(x1)N(x2).
N(2) =4. Wdre2 = x-y = 4 = N(x) - N(y). Wére 2 zerlegbar in Z|[ V=5], so
miisste N(x) = N(y) = 2 sein. (denn: N(x) = 1 = x € Z[ V-5]). Aber 2 ist
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keine Norm (d.h. nicht von der Form a? + 5b> mit a,b € Z)!

Also ist 2 unzerlegbar. Analog sind auch 3 und 1 + V-5 unzerlegbar.

In (*) habe also zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen von 6 in unzer-
legbare Faktoren.

(ii) In A existieren im Allgemeinen auch keine ggT’s:
seix:=2+2 \/—_5,y :=6.Dannsind u:=2,v:=1+ V-5 gemeinsame Teiler
von x und y. Wiirde w = ggT(x, y) existieren, so miisste u | w, v | w sein.
= (4 = N()) | N(w), (6 = N(v)) | N(w).
= 12| N(w)
w|x,w|y= Nw)|N(x) =24, N(w) | N(y) = 36
= N(w) | 12.

= N(w) = 12. Aber 12 ist keine Norm; Widerspruch.

Wir haben verschiedene Defizite erkannt:

e Zerlegung in unzerlegbare Faktoren ist nicht eindeutig bis auf dei Reihen-
folge und Assoziiertheit,

e unzerlegbare Elemente sind im Allgemeinen nicht prim,

e geT und kgV existieren im Allgemeinen nicht.

Diese drei Defizite sind im Wesentlichen zueinander dquivalent:

Sarz 1.45.
Sei A nullteilerfrei. Es sind dquivalent:

(1) Jede Nichteinheit # 0 in A ist Produkt von Primelementen,

(ii) jede Nichteinheit # 0 ist Produkt von unzerlegbaren Elementen, und die Darstel-
lung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und ~,

(iii) es gibt keine unendlichen Teilerketten in A, und je zwei Elemente # 0 haben einen
88T,

(iv) es gibt keine unendlichen Teilerketten, und jedes unzerlegbare Element ist prim.
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BEWEIS:

(i) = (ii) (vgl. LA VII):

Seia=by-...-b, =cy-... ¢, mit b; prim, c; unzerlegbar.
blprim,bl |a:C1'...'Cs

= 3jb1|C]',O.E.j=1ib1 |C1.

c1 unzerlegbar = b; ~ ¢, d.h. ¢; = ub; mitu € A*

= (Kiirzen durch by): by - ... b, = (ucy) - c3 - ... Cs.
Fertig mit Induktion.

(il) = (iii):

Sei 0 # a € A eine Nichteinheit, etwa a = a; - ... - a, mit a; unzerlegbar. Jeder Teiler
von a ist assoziiert zu einem Teilprodukt a;; -...-a; mit1 <7 <...<i; <.

= keine unendliche Teilerkette, die mit a endet.

Seiena = ay-...-a,,b = by - ... - by Nichteinheiten mit a;, b; unzerlegbar. Nach
Umnummerieren kann erreicht werden: a; ~ by,...,a; ~ by mit 1 < t < min{r,s}
und a; » b;fiirt < j<r,t <i<s. Behaupte,d:a;-...-a;(~by-...-b;)istein ggT
vonaundb(...)

(iii) = (iv):

Seia unzerlegbar, seia | bc. Zu zeigen: a | b oder a | c. Nach Voraussetzung existiert
d: ggT(ac,bc). Alsoa | d, ebenso c | d. Schreibed = ¢-d’ mitd’ € A.

Auscd’ =d|acfolgtd |a.

1.Fal:d ~1=d~ca|ld~c>alc

2. Fall:d’ ~a=ac~d|bc=>ac|bc=alb.

(Iv) = (i):

klar aus LA VIL.:

keine unendliche Teilerkette = jedes Element ist Produkt von unzerlegbaren
Elementen. O

BEMERKUNG 1.46.

Z[ V-5] hat keine unendliche Teilerkette ...a3 | 4, | a1 = ... N(a3) | N(a2) | N(a;)
= a;4q ~ a; fiir i gentigend grof3.

(i) - (iv) sind alle verletzt in A.

DerFINITION 1.47.
Ein (nullteilerfreier) Ring A heif$t faktoriell, wenn (i) - (iv) aus Satz 1.45 gelten.

Insbesondere sind alle Hauptidealringe faktoriell.
Analog zu LA VII: ein Vertretersystem fiir Primelemente in A ist eine Teilmenge
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P c Aso,dassjedes Primelement 7 in A zu genau einem Element in P assoziiert ist.

KoRoLLAR 1.48 (Primfaktorzerlegung).
Sei A faktoriell, P ein Vertretersystem der Primelemente. Sei IK := Quot (A). Jedes
x € K* hat eine eindeutige Darstellung x = u - [] ™ mit u € A*,v(x) € Z,v(x) =

neP
0 f.fa. meP.

BEwEISs:
klar aus der entsprechenden Aussage fiir Elemente in A.

Die Zahl v,(x) € Z heifst die t-adische Bewertung von x € K*. Formal setzt man
0,(0) := —oo fiir alle 7t € P. Es gelten:

Sarz 1.49.
Sei A faktoriell, m € P,x,y € K

(a) vn(xy) = va(x) + v:(Yy),

(b) va(x +y) = min{v.(x), v.(y)} und Gleichheit gilt, falls v, (x) # v (y).

BeEwEls:

(i) X - y = ux . uy . H chﬂ(x) . nvﬂ(y)'
nep ~————"m""
on()+or(y)

(ii) Seienx,y # 0,seio.E. v(x) < v(y). Man kann x und y durch xz und yz erset-
zen mit beliebigem z € K*. Nimm etwa z := x!: somit 0.E. v,(x) = 0 < v,(y).
Sind x, y € A, so ist die Ungleichung klar; ist dabei v,(x) = 0,v(y) > 1, so
gitmtx,n|ly=ntx+y.

Im allgemeinen Fall schreibe x = ";’, y= % mitx' |y € A,0#s,t €A m1st.
Sx+y= tx,:y’ = (X + y) = v (tX + sY).
Behauptung aus vorigem Fall.
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DeriNITION 1.50.

Sei A faktoriell, K = Quot (A).

Fiir x, y € K" sage x teilt y (beziiglich A), in Zeichen: x | y, falls 3a € Amity = ax.
Istx | yund v | x, so sage: x und y sind assoziiert (beziiglich A), in Zeichen x ~ y.

BEMERKUNG 1.51.

1. x|y@§eA,x~y@§eA*.

2. Beziiglich dieser Teilbarkeit auf K konnen wir ggT und kgV fiir Elemente
aus K" definieren (zugleich fiir mehrere Elemente):
sind xy,...,x, € K und d € K", so gilt nach Definition d ~ ggT(xy,...,x,) ©
dlxi(i=1,...,n),undause|x; (i=1,...,n)folgte | d. Analog fiir kgV.

Klar: ggT und kgV existieren und sind eindeutig bis auf ~. Es gilt:

LEMMA 1.52.
Seien x1,...,x, € K*, P ein Vertretersystem der Primelemente.

(a) ggT(xll ey xn) ~ H nmin{vn(xl)r--vvﬂ(xn)}
neP

(b) ggT(cx1,...,cx,) ~c-89T(x1,...,xp).
Analog fiir kgV, mit max statt min in (a).

BeisprIiEL:
A=27Z,K= Q,ggT(g,g, %) =Z =2Zoder -ggT(4-7,6-7,8-5 = %.
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d. Das Gaufs’sche Lemma

Sei A stets faktoriell, K = Quot (A),0 # f € K][t]. Versuche, die multiplikative
Struktur von A fiir die Faktorisierung von f auszunutzen.

DeFINITION 1.53.

Sei f = a,t" +...+at +a9 € K[t], (f # 0). Man nennt I(f) := ggT(ay,,...,a1,a0) € K*
den Inhalt von f. Das Polynom f heifst primitiv, falls I(f) ~ 1.

Der Inhalt ist wohldefiniert bis auf ~. Es gilt: f € A[t] & I(f) € A.

Insbesondere liegt jedes primitive Polynom in A[t].

Fir0# ceKund 0 # f € K[t]ist I(c- f) ~ ¢ - I(f). Insbesondere ist I(f)™" - f stets
primitiv.

Sarz 1.54 (Gaufs’sches Lemma).
Seien 0 # f,g € K[t]. Dann ist I(f - g) = I(f) - I(g).
Insbesondere: f, g primitiv = f - ¢ primitiv.

BeEwers:

Schreibe f =c- f1,g =d - g1 mit fi, g1 primitivund ¢, d € K. I(fg) = I(cd - f1§1) =
cd - 1(f1g1) = I(f) - I() - I(f181)- Es geniigt also zu zeigen:

I(f1g1) ~ 1. Wir kénnen also annehmen: f, g sind primitiv; zu zeigen: f - g ist
primitiv.

Sei f =Y ait, g =Y. bit' und f- g =: Y ct*.
i i k

Sei 7t ein festes Primelement; zu zeigen: 7 1 ¢ fiir ein k.
Seien i, j minimal mit 7 { a;, © ¢ b; gewéhlt.

Behaupte: 7 { ¢c;iyj: cirj = aib; + Z apbj.
S~ i+j=itji#]

#0(m) [
=0(m)

KoORoOLLAR 1.55.
Seien f, g € A[t] mit f primitiv.
Ist g = f-hmith e K[t], soist h € A[t].

BeEweEis:

A I(g) ~ I(f) - I(h) ~ I(h) = h € A[t].
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KororrAr 1.56 (Variation von 1.55).
Sei f € A[t]. Gibt es nicht konstante Polynome g, h € K[t] mit f = g-h, so gibt es solche
g, h sogar in A[t].

BEwEis:
I(f) = 1(Q) - I(h); g1 :=I(g)™" - g ist primitiv; hy := () - h: f = g1hy : [(ly) = I(f) € A
= hy € A[t].

O

KoroLrAR 1.57.
Sei f =a,t"+...+ait +ap € Altlmitn > 1,a, # 0. Jede Nullstelle x von f in K hat die
Form x = { mita,b€ A,b+ 0, wobeia|ayundb|a,.

Insbesondere: ist f normiert, so liegt jede Nullstelle von f in K schon in A.

BEwEIs:
x=gmita,beAb#0,f(x)=0.
Dabei sei ggT(a,b) = 1. f(x) = 0=t -7 | f(t) in K[t], oder (bt —a) | f(t) in K[¢].
~——
primitiv
Mit 1.55 folgt f(t) = (bt — a) - h(t) mit h(t) € A[t].
Koeffizientenvergleich ergibt a | ay, b | a,.

THEOREM 1.58.
Ist A faktoriell, so ist auch Alt] faktoriell.

Die Primelemente von A[t] sind (bis auf ~):

(a) Die Primelemente aus A,

(b) alle nichtkonstanten primitiven f € Alt], die irreduzibel in K[t] sind (K =
Quot (A)).

BEwEIs:
Typ (1): jedes Primelement 1t € A ist prim in A[t].
Homomorphismus A[t] — (A/mA)[t], Y. ait' — Y. a;t' hat Kern nA[t]. Aus dem
Homomorphiesatz folgt: A[t]/mtA[t] = ( A/mA )[t].
~——

nullteiler frei
Nach Voraussetzung ist A/mA nullteilerfrei = A[t]/mtA[t] ist nullteilerfrei = 7 ist
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prim in A[t].

Typ (2): sei f(t) primitiv, nicht konstant und irreduzibel in K[T]. Da Homomor-
phismus A[t] — K[t] =  K][t]/fK][t]
~—————
Koerper, sieche LA 11, VIL.b

Der Kern des zusammengesetzten Homomorphismus A[t] — K[t]/fK[t] ist ge-
rade fA[t]: das ist Aussage von 1.55.
Also A[t]/ fK[t] — KI[t]/ fK[t]
~—_—————
Koerper

= f ist prim in A[t] (wie oben)

Es gentigt nun, zu zeigen, dass jede Nichteinheit 0 # f € A[t]bis auf Assoziiertheit
Produkt von Elementen (1) und (2) ist.
Ist f konstant, so ist f Produkt von Elementen vom Typ (1).
Sei f nichtkonstant, sei f = f1-...- f,(r > 1) mit f; € K[t], f; irreduzibel in K[¢].
Setze gi := 5 fi (primitiv) istvom Typ ) und f = g1 -... - g I(f)
— ~——
Typ (2) €A, zerlegbar in Produkt vom Typ (1)
O

BeispieL 1.59.

A faktoriell = A[ty, ..., t,] faktoriell.

Fiir n > 1 sind diese Ringe (nach Aufgabe 6) keine Hauptidealringe. Also gibt es
viele Beispiele von faktoriellen Ringen, die keine Hauptidealringe sind:

Klty, ..., t,J(n 2 2),Alty, ..., t,J(n > 1).

1.60. Hierarchie von kommutativen Ringen:
kommutative Ringe D nullteilerfreie Ringe O faktorielle Ringe > Hauptidealringe
D euklidische Ringe D Korper

FRAGESTELLUNG 1.61.

Sei A faktoriell, f € A[t] primitiv. Wie finde ich eine Faktorzerlegung von f in
irreduzible Faktoren tiber K (in KJ[¢])?

Insbesondere A = Z,K = Q.

Sei f € Z|[t] primitiv. f = a,t" + ... +ap,a, # 0, Nullstellen von f in Q? Leicht mit
1.57:

jede hat Form x = ,a | ao, b | a,.

BEispieL: f = 2£° + 413 = 3t* — 6

f(x)=0=>x=fmital|6,b]2.

Einsetzen = f hat keine Nullstelle in Q.
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Trotzdem ist f reduzibel: f(2£ — 3)(t* + 2).

Wie finde nichtlineare Faktoren von f?

1.62. METHODE VON KRONECKER:

Sei n = deg(f). Ist f nicht irreduzibel, so hat f einen Faktor mit deg < [5] =: s.
Wihle s + 1 Stiitzstellen ky, ..., ks € Z. Ist g(t) | f(t), so auch g(k) | f(k) in Z.
Berechne f(ko), ..., f(ks), berechne alle ay, . ..,a;) mit a; | f(k;) und fiir jedes solche
berechne das eindeutige Polynom mit g(f) mit deg(g) <'s, g(k)) =a; (i =0,...,s).
Priife dann, ob g | f. Ist f reduzibel, so finde auf diese Weise einen Teiler. Ist f
irreduzibel, so wird das durch dieses Verfahren ebenfalls gezeigt.

NEBENBEMERKUNG: LAGRANGE-INTERPOLATION

deg(g) <s glki) =a;(i=0,...,s);
k
g = Y a1 £

=0 j#i

2. MeTHODE: (REDUKTION MODULO)

f € Z][t] primitiv. Sei p eine Primzahl, sei ?(t) = f mod p € (Z/p)lt] = F,[t]
(f = suma;it' 2 f = suma;t’)

Jede Faktorisierung f = g-hin Z[t] gibt auch eine Faktorisierung? =g hin IF,[t]
(denn Z[t] — IF,[t] ist homomorph).

So erhalte eventuell aus Faktorisierung in IF,[t] Riickschliisse auf Faktorisierung
in Z[t].

Beispiel: ist ? irreduzibel in IF,[t], so auch f irreduzibel in Z][t].

Vorsicht: 4 Polynome f € Z[t], irreduzibel, aber f mod p reduzibel in IF,[¢] V
Primzahlenp, z.B. f = t* + 1.

BEeispPiELE 1.63.
1. f =1 +3t* — 62 + 1 € Z[t]. Kronecker’s Methode?

n [-3 2 -101 2
f()|-53 -7 -3 1 -1 57

Nullstellen von f in Q? Die einzigen Moglichkeiten sind x = +1: Einsetzen
zeigt: f hat keine Nullstellen in Q.

Quadratische Teiler von f? Stiitzstellen sp = -1, 51 = 0, s, = 1. Jeder Teiler
g von f muss erfiillen g(-1) € {£1,£3}, g(0), g(1) € {£1}. ¢ = at* + btc ~ es
gibt nur 3 solche Polynome g:

=t —t+1,=Fr+t-1,g=>r-t-1
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Teste, ob die g; Teiler von f sind. Finde heraus: nein. Also folgt f ist irredu-
zibel in Q[¢].

2. Reduktion mod p? 3
mod 2: f(t) = £+t + 1 € Fy[t], f(t) = (* +t + 1)(£ + t + 1) (beide Faktoren
irreduzibel in IF;[¢]).

mod 3: f(t) = 5+ 1 € Fs[t], f = (t + 1)(t* — 2 + 2 — t + 1) (beide Faktoren
irreduzibel in IF3[¢]).

Wire f in Z][t] zerlegbar, so erhalte einen Widerspruch:
f = g-h:deg(g) = 2 = Widerspruch mod 3; deg(g) = 1: Widerspruch
mod 2. = f(t) ist in Q[¢] irreduzibel.

Sarz 1.64. (Eisenstein)

Sei A ein faktorieller Ring, sei f = a,t" + ...+ ayt + ap € A[t] mit a, # 0. Es gebe ein
Primelement 1 in A mit 704 a,, 7| a; fiiri=0,...,n—1, 7 { ap.

Dann ist f irreduzibel in K[¢].

BEWEIS:

Sei f = g-hmit g, h € A[t], zu zeigen:

g oder h ist konstant.

Wegen f(0) = ap = g(0) - h(0) teilt = genau einen der beiden g(0), 1(0). O.E. 7 |
2(0), 0+ h(0). Sei ¢ = Y. bit',h = Y, ¢it" also 7t | by, 7 £ co.

Seik > 1 minimal mit 7t 1 by (wére 7t | by fiir alle k, so ware auch n | a,,, Widerspruch

zu Voraussetzung). Esist f = ¢-h = ar = bicy +br_1c1 + ... + boc
——
#0(m) durch 7t teilbar

= n{a=k=n= deg(g) =n= deg(h) =0.

DEeFINITION 1.65.
Ein Polynom f wie in 1.64 heifst ein Eisenstein-Polynom (zum Primelement 7).

BEISPIELE 1.66.

1. A=2ZK=0Q)
Das Polynom f = t" — p ist irreduzibel fiir jede Primzahl p, alle n > 1. Denn
f ist ein Eisenstein-Polynom zur Primzahl p. Allgemein ist t" — g irreduzibel
¥ q € Z, tiir die eine Primzahl p existiert mit v,(q) = 1.
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2. Wir sehen auch: ist A faktoriell, kein Korper, so gibt es in K[¢] irreduzible
Polynome von jedem Grad n > 1 (z.B. Eisenstein-Polynome zu einem Prim-
element aus A).

Insbesondere ist K nicht algebraisch abgeschlossen.

1.67. WEITERE ANWENDUNGEN:
Sei p eine Primzahl, sei C € C mit (¥ = 1, C # 1 (eine p-te Einheitswurzel), also
C=e"kr kefl,...,p—1}.
0=C-1=@C-D)@ "+ 2+...+C+1).
———

#0 =0
= Cist Nullstelle von ®,(¢) := /"1 + /72 + ...+t + 1.

DeriNITION 1.68.
@, (t) heiBlt das p-te Kreisteilungspolynom, C, (%, ..., (P! sin Nullstellen von ®,(t)

p-1 )
= <Dp(t) = Hl(t - ).
]:

Sarz 1.69.
Phi,(t) ist irreduzibel in Q[t].

BeweEis:
Mach Substitution u := t — 1.

- 1)7P-1 —
= O,(t) = 4= = CL = 1gp 4 (e (S u+1-1)

=u T+ b2+ + ()

Dies ist ein Eisenstein-Polynom zur Primzahl p:
p teilt () = Pp-l-piv]) 5 1,....p-1

i!

P>t (pfl) = p = @, ist ein irreduzibles Polynom.
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e. Zahlgitter (in C)

WIEDERHOLUNG:

Ein nullteilerfreier Ring A ist euklidisch, wenn es eine euklidische Wertefunktion
auf A gibt, d.h. eine Abbildung

@ : A\ {0} - N U {0} mit der Eigenschaft, dass zu a,b € A\ {0} stets 1,r € A
existieren mit

a=gb+rund O(r) < O(b) sofern r # 0.

STANDARDBEISPIELE:

(1) A=Z mit®: Z — NN, z — |z| als euklidische Wertefunktion;

(2) A =K][t], der Polynomring in t iiber dem Korper K, mit deg : K[¢]\ {0} = IN
als euklidische Wertefunktion.

BEMERKUNG:
Ein euklidischer Ring ist immer ein Hauptidealring, insbesondere faktoriell.

Ende Wiederholung ...........

DEerFINITION 1.70. (Zahlgitter (in C))

Sei w € C Nullstelle X? + rX + s mitr,s € Z.

Dannist A = Z[w] = {a+b-wla, b € Z} C C ein Teilring von C (und damit insbe-
sondere nullteilerfrei).

(denn: (a + bw)(@’ + V' w) = aa’ + (ab’ +a’b)w + bb' w* = (aa’ —sbb’) + (ab’ +a’b— bb'r)w
wegen w? = —1w — s)

Im Folgenden sei zusatzlich stets w € C \ R.
Wir bezeichnen dann A = Z[w] als Zahlgitter in C.

BeispieL 1.71.
d € N. Dann ist = V—d = Vdi eine Nullstelle von X? + d € Z[X].

Spezialfall: d = 1 = A = Z][i] heifit der Ring der ganzen Gaufs’schen Zahlen.

BEOBACHTUNG:
Fiir x € Z[w] ist |x? =x-X € N firw € C \ R.
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Bewers: w und @ Nullstellen von X? + rX + s. Dabei w # w, weil w ¢ R.
X+rX+s=X-ow)X-0)=X-(w+0)X+ 0w,
——
=laf?
dhw-w=s,0w+w=-reZ.

Zux=a+bwist x> =x-x = (a+bw)a+bw) =a>+ab(w+w)+h* v -w € Z.
——— S~
eZ eZ

Wegen [x]* > 0 folgt |x|*> € N.

Wir definieren: N, : Z[w] = N, x — |x|>.
u = ua = suplidist(z, A)lz € C} (€ R;)

BEMERKUNG 1.72.
Ist s <1, s0ist Ny eine euklidische Wertefunktion, also A euklidisch.

Bewers: Seien a, € A\ {0}. Gegeben: z := £ € C. Wegen us < 1 gibt es ein

%
q eAmit‘%—q‘ < 1. Dann |@ — gf| < |B. Setze r = a@ — gf. Dann a = g + r und
Na(r) = la = BP* < I = Na(B).

KoroLLAR 1.73.
Fiir d = 1 oder 2 ist Z[ N—d] ein euklidischer Ring beziiglich Ny Z[V—-d] —
IN U {0}.

O

Fiir d > 3 ist Z[ V—d] kein Hauptidealring.

BEeisrieL 1.74.
Division mit Rest in Z[i]
a=3+4i,b=2—i
8 =0b - L . 3+4)2+i)=1(6-4+8i+3)=2+L
b pp . 241 5 5775
Wihle g = 2i. Dann
2 12 .
p-al =B+ =g+ =1
= r=a—gb.Danna = gb + r und N(r) = |a — gb|* = |b]* < [b* = N(b).
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DEeriNITION 1.75 (Dreiecksgitter).

Seid e N,d = -1 mod 4,dannistw = %(1 + V—d) eine Nullstelle von X?> - X — 014;3.

A =Z[3(1 + V=d)] > Z[V-d].
pa = supldist(z, A)|lz € C} = pa = ZL\/% (Umkreisradius).

Fir d = 3,7,11 ergibt sich ys < 1 und damit wieder: A = Z[%(l + \/E)] ist ein
euklidischer Ring beziiglich N ,.
Jedoch ist Z[%(l + \/E)] zumindest noch ein Hauptidealring fiir d = 19,43, 67, 163.

DEFINITION 1.76.
d =1 = A = Z]i] heifit der Ring der ganzen Gauf’schen Zahlen.
(wie in 1.71)

Wie sehen die Primelemente in diesem faktoriellen Ring aus?

LemMma 1.77.
Sei p eine Primzahl mit p =1 mod 4. Dann gibt es z € Z mit z> = =1 mod p.

BeEweis:

IF, = Z/(p) ist ein endlicher Korper. Zu zeigen: —1 ist Quadrat in IF,.
[MTx=1-(-1)-x1- x;l et Xg x,;l = —1 (da 1 und -1 die einzigen Elemente sind,
xelF, —— ~—

=1 =1
die zu sich selbst invers sind)

Auflerdem, mitp =4-k+1, IF; = {—ﬂ,...,—iﬁ,i...,ﬁ}
2k - - 2k -2 S

[[x=IIj-(=))= (=1)%*- [T = (2k!)>.
j= j=

erF;
Also insgesamt -1 = [] x = (2k!)2.
xelF;
’ O
LEMma 1.78.
Sei p € IN eine Primzahl. In Z[i] haben wir:
(1) 2 ~ (1 +i)* und 1 + i ist prim in Z[i] (Fallp = 2)

(2) Fallsp = -1 mod 4, so ist p auch in Z[i] prim.
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(3) Fallsp =1 mod 4, so ist p = 1 - 7 fiir ein Primelement n € Z[i], wobei 1t + Tt.

BEWEIs:
N :Z[i] > NU{0},ka+ bi — a®> + b? fiira, b € Z.
Z[i]" = {x € Z[i]IN(x) = 1} = {1, -1, i, —i}.

(1) A+i2=1-1+2i=2i=i-2~2;N(1+i)=2.Beil+i=ap (a,p € Zl[i]) folgt
2=N(+i)=N(@)-N@B)=N(@) =1VN@) =1= acZ[i]Vpc Z[i].

(2) p=-1 mod 4. Seip = ap € Z][i], mit a, § Nichteinheiten.
Dann gilt p> = N(p) = N(a) - N(f), also N(«) = N(B) = p, insbesondere = 3
~—— ——
#1 #1

mod 4.

Es ist aber stets N(x) = 0,1,2 mod 4 fiir x € Z[i], denn x = a + bi (a,b € Z)
>Nx)=a®>+1*=4,b=0,1 mod 4.

Also liegt ein Widerspruch vor. = p war prim.

(3) p=1 mod 4. Dann Az € Zmitp|z*>+1=(z+1i)(z—1i) (nach Lemma 1.76).
Jedoch p 1 z +1i,p 4 z —iin Z[i]. Damit ist p nicht prim, also p = 7 - 0 mit

7 € Z[i] prim und o € Z[i] Nichteinheit. Somit p*> = N(p) = N(mt) - N(0) .
~—— ——
#1 #1

Also N(n) =N(o) =p,dh.p=N(n)=n-p. Alsoo =T.

Noch zu zeigen:  » Tt
Angenommen, 7 ~ 7, also 7T = ¢ - mmit € € Z[i]" = {£1, £i}.
Schreibe n =a+ifira,be Z.p =77 = e(a+ bi)* = ¢ - (4> — b* + 2abi)

e falls ¢ = +1,so folgtab =0,alsoa =0V b =0.=p = N(n) = a* + b* ist
Quadrat in N. = Widerspruch.

e Falls ¢ = +i, so folgt a®> = b?, somit p = N(mt) = a* + b* = 24° gerade in Z
= Widerspruch.

Sarz 1.79.
Doe Primelemente in Z|[i] sind bis auf Assoziiertheit genau folgende:

(1) 1+1;

(2) Primzahl p € Nmitp =-1 mod 4;
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(3) axbi,wobeia,b € Nmita < bundp = a®>+b?eine Primzahl (=1 mod 4) in N ist,

BEwEIs:
Alle angegebenen Elemente sind prim.
Umgekehrt 0 # x € Z][i].
Zerlege n := |x|* = xX in Z in Primfaktoren.
n=py-p2-... Py, pi Primzahlen. Jedes p;, und damit auch n = xx, ist Produkt von
Elementen aus der Liste (bis auf ~).
Daher kommt auch jeder Primteiler von x in der Liste vor (bis auf ~), also ist die
Liste vollstandig.
O

Kororrar 1.80.

Eine Primzahl p (€ Z) ist genau dann Summe von zwei Quadraten, p = a* + b* mit
a,b € N, wenn p = 1( mod 4) ist.

Bis auf Vertauschen sind dabei a und b eindeutig bestimmt.

BEwEIs:
p=1( mod 4) = p = a® + b? fiir geeignete a, b: 1.78.

= —1( mod 4): p kann keine solche Darstellung haben, denn die einzigen Qua-
drate mod (4) sind 0, 1.

Eindeutigkeit: Sei p = 1( mod 4), p prim, sei p ~ nmt mit 7t € Z[i], |n|* = p*.

Seip = a*+b* =nn = n teile einen von a + bi = 1 ~ a + bi (fiir eine Wahl von
——

=(a+bi)(a—bi)
+).

T=cCc+di~ +c+di,+d + ci.

Kororrar 1.81 (Fermat).
Eine natiirliche Zahl n ist genau dann Summe von zwei Quadraten, wenn fiir jede Prim-
zahl p = =1( mod 4) gilt v,(n) ist gerade.

BEweErs:
nist genau dann Summe von zwei Quadraten, wenn 3 x € Z[i] mitn = x-x = N(x).
Schreibe x als Produkt von Primelementen in Z]i], siehe 1.79:
dortist (1) N(1 +1) = 2, (2) N(p) = p* fiir p = —1(4), (3) N(a = bi) = p, fiir p = 1(4).
Die Produkte dieser Normen sind genau die angegebenen n.

O
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BEMERKUNG 1.82 (vgl. Aufgabe 11).

Zerlegung von x € Z[i] in Primfaktoren in Z[i]? x = a + bi > N(x) = a* + b*.
Zerlege N(x) in Primfaktoren (in Z). Jeder Faktor 2 gibt einen Faktor 1 + i von x,
jeder Faktor p? (mitp = —1(4) prim) gibt einen Faktor p von x, jeder Faktor p = 1(4)
prim ergibt einen Faktor a + bi mita < b in IN, 4 + b* = p von x (welchen, muss
man durch Probieren herausfinden).

BEeisprieL 1.83.

x=21-3i.N(x) =212 +3% =450 =2-3? - 52,
= x~ (1+1)-3-mm mit ry, 1o € {1 £ 2i}.
Hier: 7y =, =1 + 2.
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f. Abelsche Gruppen und die Gruppe der primen Restklassen mo-
dule n

DEFINITION 1.84.
Sei G eine Gruppe (nicht notwendig abelsch)

(a) |G| (die Méachtigkeit von G) heifit die Ordnung von G.

(b) Die Ordnung eines Elements g € G ist ord(g) := [{(g) |-

BEMERKUNG 1.85.
Satz von Lagrange (LA III): G endlich = ord(g) | |G| fiir jedes g € G.

1.86.

Zyklische Gruppen: eine Gruppe G heifst zyklisch, wenn G = (g) firein g € G
ist, () ={¢" :n e Z}.

= ¢ : Z — G,p(n) = g" ist ein surjektiver Homomorphismus.

= G = Z/ ker(p). Zwei Fille:

Ist ker(¢g) = {0}, so also Giso(Z, +).

Ist ker(qp) = Zn mitn € N, so also G = (Z/nZ, +).

Ab jetzt schreibe alle (abelschen) Gruppen additiv. Schreibe Z/n := Z/nZ.

1.87.

Sei G = (g) zyklisch, additiv geschrieben. Untergruppen von G?

1. Fall: |G| = oo, dann sind die Untergruppen genau die (ng), n € IN, sowie {0}.
2. Fall |G| < o0, so:

Sarz 1.88.
Sei G = (g) zyklisch, |G| = n < co.

(a) Jede Untergruppe U von G ist zyklisch: U{dg) mit d | n, d > 1. Damit ist d
eindeutig.
Dabei |U| = %, [G: U] = d.

(b) Fiir d, e Teiler von n:
(dg) c(eg) & e|d.

(c) Fiirky,...,k, € Z, U :=(kig,..., kg)ist U= {dg) mitd = ggT(ky, ..., k).

(d) Insbesondere Y k € Z: ord(kg) = ggTr(lk,n)'
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BEwEIs:

¢:7Z — G, p(m) =mg.

Die Untergruppen von G sind also die ¢(A), wobei A C Z eine Obergruppe von
ker(¢p) = nZ.

Also A = dZ mitd | n.

BEeisprieL 1.89.
siehe Handschrift

Abelsche Gruppen = Z-Moduln:

Tuaeorem 1.90 (LA VII d).

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G erfiillt

GeZleZ/d\®.. ®Z/dsmitr,s >0,1#d,|dy|...|ds > 0die Elementarteiler von
G. Dabei sind r,s und alls d; eindeutig bestimmt.

THEOREM 1.91. (LA VII d)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G erfiillt

k Si

G=ZaoPpPpz/ (pieif) mit r > 0,k > 0, p1 < ... < px Primzahlen und s; > 1,
i=1 j=1

e1<ep<...< Cis;-

Wieder alle Daten eindeutig bestimmt.

v heift der (torsionsfreie) Rang von G.

BEMERKUNG 1.92.
Wieviele abelsche Gruppen der Ordnung n < oo gibt es bis auf =?

BeispiEL: 1 = 16 = 2*: Elementarteilerform: G = Z/(2") 0 Z/(2*)®...® Z/(2%) mit
1<a;<...<a,und 16 =2%-2%.. . .2% alsoa; +...+a; = 4. Also korrespondie-
ren diese Gruppen genau zu den Partitionen von 4. Eine Partition von k € IN ist
(ai,...,a5),a;,€ N, Y a;,=k,1<a; <... <a.
4 =k:

1+41+1+1 (Z/2)*

1+1+2 (Z/]2)*® Z/4

1+3 Z/207Z/8
242 (Z/4)?
4 Z/16

Mit p(k) bezeichnet man die Anzahl der Permutationen von k.
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k|
p(k) |
KoOROLLAR 1.93.

Sei n = p{"---p," mit p; prim, paarweise verschieden, m; > 1. Dann gibt es bis auf
Isomorphie genau p(my) - - - p(m,) viele abelsche Gruppen der Ordnung n.

1 2 3 5 6
1 2 3 7

4
5

BEMERKUNG 1.94.

Sei G eine gegebene endliche abelsche Gruppe, sei n € IN. Wie viele Elemente der
Ordnung n gibt es in G?

Wir fragen also nach der Funktion fs(n) := |[{x € G : ord(x) = n}|. Es ist leichter,

gc(n) :==|{x € G:ord(x) | n}| = |{x € G: nx = 0}|.

=:Gy
G, ist eine Untergruppe von G.
IstG=G1®...0G,,s0ist G, = (G1), ® ... (G))y.

Also g66..06,(1) = 11 8c,(n).
Ist G zyklisch, |G| = m, so ist g(n) = ggT(m, n).
Also: ist G = 5 rZ/m;, so

i=1

gc(n) = ljlggT(n, ;).

Wie bekommt man nun f;(n) aus gg(n)?

DeriNITION 1.95.

Die Mébiusfunktion u : N — {-1,0, +1} ist definiert als

u(n) = {(—1)r ,fallsn = py, ..., p, mit p; prim, paarweise verschieden;
0 Jfalls 3k > 1,k* | n.

Sarz 1.96 (Mobiussche Umkehrformel).

Sei f : IN — Z eine Abbildung, sei g : N — Z definiert durch g(n) := ). f(d).
dln

Dann ist f(n) = ), u(d) - g(5) fiir allen € IN.
dln
BEwEIs:

dlm 0 ,m > 1.
Denn:ist 1 < m = p{ ---p;y mit p; prim, paarweise verschieden, ¢; > 1, so ist:

1 =1;
Behaupte zuerst: fiir m € IN ist ), u(d) = { A=
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Linke Seite = u(1) + 1 p(pi) + L plpipp) + L ulpipip) +... =1+r-(-1)+(Q)- (+1) +

i<j i<j<k

() (1) +...= ¥ ()(~1) = (1 - 1y’ = 0. Damit folgt:
i=0

% p@) - g(3) =L L ud)fle) =X (dZ H(d)] fle)=1.

dlnel% eln |§
()= 0 fir2#1
T fiart=1

BEeisprieL 1.97.
G:=Z/2x2Z]4x2Z/3, |G| = 24.

n |1 23 46 8 12 24
fo) |1 3 2 4 6 0 8 0
go(n) |1 4 3 8 12 8 24 24
Sarz 1.98.

Sei K ein Korper. Jede endliche Untergruppe von K* ist zyklisch.

BEWEIS:
Sei G < K" eine endliche Untergruppe.
Seienl1 #d, |d, | ...|d, die Elementarteiler von G, also G = (Z/dq) X ... X (Z/d,).
Es gibt in G genau d Elemente x € G mit x = 1. Das Polynom x* —1 hat héchstens
d; Nullstellen in K = r = 1, also G ist zyklisch.

O

KoroLrAr 1.99.
Ist K ein endlicher Korper mit |K| = g < oo, so ist K* zyklisch von Ordnung q — 1.

1.100.

Allgemeiner wollen wir die Struktur von (Z/n)* = (Z/nZ)* studieren. Die Ele-
mente von (Z/n)* heiflen die primen Restklassen modulo n (fiirn € N, n > 1). Es
ist(Z/n)={a=a+(n):a€Z,ggT(an)=1}. Denna € (Z/n)*

& dbeZmitab=1( mod n)

o db,ceZmitab+cn =1

& ggl(a,n) =1.

Chinesischer Restsatz: ist n = 1y - ... n, mit ggT(n;,n;) = 1 firi # j, so Z/n =
(Z/ny) X ... x(Z/n,) (Ringisomorphismus, Chinesischer Restsatz).
= (Z/n) = (Z]n)* X ... X (Z/n,)".
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Daher gentigt es, (Z/n)* fiir n = p°, p prim, e > 1, zu studieren.

DerinITION 1.101.
Fiir n € IN setze p(n) := [(Z/n).
@ heifst die Eulersche p-Funktion.

Esistalso p(n) ={a €{0,1,...,n—1}: ggT(a,n) = 1}.

1.102. EIGENSCHAFTEN DER (@-FUNKTION:
Seien m,n € IN.

(a) ggT(m,n)=1= p(mn) = p(m) - pn).
(b) pprim = @p°) =p* —p ' =pH(p-1) firallee > 1.
(c) Istn =p{ -...-p; mit p; prim und paarweise verschieden, ¢; > 1, dann folgt

o) =pi 7 g =D =TT (1 2).

(d) (Verallgemeinerter) kleiner Satz von Fermat:
Ista € Z mit ggT(a,n) =1, so ista?™ = 1( mod n) (fiir n € N beliebig).

Beweis:  (a) Chinesischer Restsatz: (Z/mn)* = (Z/m)* X (Z/n)".

e—1

(b) Die zu p® nicht teilerfremden Zahlenin {1,2,...,p°} sind {p, 2p,3p, ..., p
also p*~! Stiick.

P,

(c) klar aus (a) und (b).

(d) sagt: in der Gruppe (Z/n)* (von Ordnung ¢(n)) gilt x¥" =1 V x € (Z/n)*
(vgl. Satz von Lagrange)

BEMERKUNG 1.103.

1 Unter dem kleinen Satz von Fermat versteht man den Spezialfall von 1.102
(d), wo n = p eine Primzahl ist:
firallea e Z,p taista’™! = 1( mod p).
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2 Firn € Nist ¢(n) auch die Anzahl der zyklischen Erzeuger einer zyklischen
Gruppe G von Ordnung n. Somit sagt 1.102 (c):

@ =111 - F%) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig gewahltes
i=1 '
Element in G die Gruppe G erzeugt.

HivLFrssarz 1.1.

Sei p prim, seien x,y € Z, x = y £ 0( mod p).

Dann ist v,(x" — y¥') = v,(x — y) + i fiir alle i > 1, ausgenommen (eventuell) fiir p = 2
und vy(x —y) = 1.

BEwEIs:

Induktion nach i, es geniigt, den Fall i = 1 zu beweisen.

Seiy=x+ap’mite=v,(x-y)>1,a€Z,p1a.

Y —xf = Pl cap® + P FPatp® L+ P x(ap®y' T + (ap).
1 2 p-1 . )

p=ep

vp=e+1 vp=2e+1 vp=(p—T1)e+1

Esiste+1<2+1<...<(p—1)e+1unde+1 < ep, ausgenommen p = 2 und
e=1.
Nach 1.49istalso v,(y¥ —y’) =e+1=0v,(x —y) + 1.

Sei zundchst p > 2, p eine Primzahl.

Sarz 1.104.
Fiir p > 2 prim und e > 1 ist (Z/p°)* zyklisch von Ordnung p*~*(p — 1). Die Restklasse

1+ p hat darin die Ordnung p°~' erzeugt also den p-primiren Teil dieser Gruppe.

Beweis:

Sei G := (Z/p°)". Betrachte den Homomorphismus

G =(Z/y*) - (Z]p) (surjektiv)

Sei K := ker(g). Es ist G/K = (Z/p)* = Z/p — 1 (Kleiner Fermat). Es ist [K| = p*~1.
Es ist also K die p-primdre Komponente von G, und daher G = K X (G/K).
Wegen geT (K|, |G/K]|) = 1 und G/K zyklisch, geniigt es zu zeigen: K ist zyklisch.

Behaupte: 1 + p € K erzeugt die Gruppe K. Das folgt aus dem Hilfssatz 1.1:
vp((1 + py) =i+ v(p+1-1)=i+1fiiri=1,2,.... Das kleinste i, wo dieser Wert
> eist, isti = e — 1. Also hat 1 + p in K die Ordnung p*!, und erzeugt damit K.

O
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Seinun p = 2: (Z/2)" = {1}, (Z/4)" = Z/2,(Z/8)" = (1,3,5,7} = (Z/2) x (Z/2), also
nicht zyklisch.

Sarz 1.105.
Fiir e < 2 ist (Z/2°)" zyklisch.
Fiire > 3ist (Z./2°) = Z./]2 X (Z.]2)*72.

BEwEIS: _
Aus dem Hilfssatz 1.1 folgt 0,(5% = 1) = 0,(5 - 1) +i =i + 2.
Das kleinste i, wo dies > e wird, ist alsoi = e — 2.
= 5 hat die Ordnung 2°° in (Z/2°)".
Auferdem ist —1 keine Potenz von 5, denn das ist schon modulo 8 nicht der Fall.
Alsoiist (2/27) = (=1) x (5) = (Z/2) x (Z/2°).
|

BEeispieL 1.106.

Mit Hilfe von 1.104 und 1.105 kann man leicht die Struktur von (Z/n)* fiir belie-
biges n € IN berechnen:

ZB.n =168 =2%-3.7:(Z/168)" = (Z/8) x (Z./3) X (Z]7)"

= (Z/2X2Z]2)x Z.]2XZ]6

= (Z]2)* x (Z/3).



g Das RSA Public Key Kryptosystem 37

g. Das RSA Public Key Kryptosystem

Ein Kryptosystem ist ein Verfahren zur Verschliisselung von Nachrichten.
RSA: R. Rivest, A. Shamir, L. Adleman (1978)

Jeder Teilnehmer, etwa A, wahlt zwei sehr grofie Primzahlen p # q und berechnet
N :=pq =: N,. Dieses N gibt sie offentlich bekannt. Sie weifs p(N) = (p — 1)(g — 1)
und wihlt ein e € IN mit ggT(e, p(N)) = 1. Aus e = e, gibt sie 6ffentlich bekannt.
Der offentliche Schliissel von A ist also das Paar (N4, ex).

Angenommen, B will eine Nachricht an A schicken. Eine Nachricht kann man
sich vorstellen als Folge (m1,m,, ..., m,) mit m; € {0,1,...,N4 — 1}. Also Blocke zu
I_%J Zeichen, bei einem Alphabet aus 128 Zeichen.

Sei der Klartext einm € {0,1,..., N4 — 1}.

B verschliisselt dieses m so:

x:=m“ mod Ny €{0,1,...,Ny—1}

Dieses x sendet er an A.

A empfangt x: Mit dem euklidischen Algorithmus berechnet sie ein Inverses
d =ds von ey modulo ¢(N), alsode =1 mod ¢(N).

= x' = (m°)? = m*=m mod N.

Lemma 1.107.
Sei N € N quadratfrei, seiv € N mitr =1 mod @(N).
Dann gilta” =a mod N fiir allea € Z.

BEwers: N =p; - ... pi, pi prim und paarweise verschieden.
PMN)=@p1—-1-...-(pxr—1). Alsop; =1 | p(N) | r - 1.

Z[/(N) = Z/(p1)X...XZ/(pr) = geniigt zu zeigena” =a mod p;firallei =1,...,k.
Fall 1: ist (a,p;) = 1, so folgt (mit Kleinem Fermat) a¥! =1 mod p; = 4! =
mod p;.

Fall 2:istp; | a,alsoa =0 mod p;. = 4" =0 mod p;.

Angenommen, C will die Nachricht entziffern. C kennt (N, e). Er miisste d mit
de =1 mod ¢(N) finden.
Wiirde er ¢(N) kennen, so wire er fertig. Aus der Faktorisierung N = p - q erhalte
@(N) = (p — 1)(g — 1). Umgekehrt gibt ¢(N) auch die Faktorisierung von N:
e(N)= pg —-(p+q)+1.= kennep +4.
—_——
=N
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w-9°>=@p+9°—-4 pg = kennep—q.
~——
=N

Man glaubt, dass das Finden eines d mit de =1 mod ¢(N) genauso schwierig ist
wie die Bestimmung von ¢(N).

Nimmt man das an, so sieht man: Entschliisseln ist genauso schwierig wie Fakto-
risierung von N.

Faktorisieren sehr grofier Zahlen ist vom Rechenaufwand her de facto unmoglich.

Dagegen lasst sich effektiv fiir sehr grofie Zahlen testen, ob sie prim sind. Das
beruht auf dem Kleinen Satz von Fermat. Sei m € IN; wir wollen testen, ob 1 prim
ist.

Kleiner Satz von Fermat: ist n prim, so gilta”! =1 mod # fiir alle a mit (2, 1) = 1.
Beginne mita = 2,3,5, ...

Findet man ein 2 mit (2,7) = 1und "' #1 mod #, so ist bewiesen: n ist zusam-
mengesetzt.

Ist dagegen a”! = mod n fiir ,viele” g, so ist n ,,wahrscheinlich,, prim.
Verfeinere dieses Verfahren, etwa Miller-Rabin Test.

Literatur:
J. Buchmann: Einfithrung in die Kryptographie, Springer, 1999
S. Singh: Geheime Botschaften, dtv, 2001



2. Korpertheorie 1

Wir wollen Losungen von Gleichungen a,x" +a,_1x" ' +. .. + a1x + ap = 0 mit Koef-
fizienten 4, in einem Korper K studieren. Dazu miissen wir Kérpererweiterungen
von K studieren.

a. Algebraische und transzendente Korpererweiterungen

DEFINITION 2.1.

Ist L ein Korper und K C L ein Teilkorper von IL, so heifst I eine (Kérper-) Er-
weiterung von K.

Man schreibt oft auch IL/K (,,IL iiber KK”) fiir IL ist Kérpererweiterung von K.

Ist K C IF C IL ein Korper, so heifst IF ein Zwischenkoérper von IL/K.

Ist L/K eine Korpererweiterung, so heifst [ : K] := dimg(LL) (Vektorraum-
Dimension) der Korpergrad von IL/K. Die Erweiterung IL/K heifit endlich, falls
[IL : K] < 00, andernfalls unendlich.

Sarz 2.2.
Seien IK C IF C IL Korper, so gilt:
[L:K]=[L:IF]-[F:K].

BEWEIS:

Ist [IL : IF] oder [IF : K] unendlich, so auch [IL : K].

Seien [L:F]=m < oo, [[F: K] =n < oo.

Sei (x1,...,x,) eine [F-Basis von IL, (v, ..., y,) eine IK-Basis von IF.

Behaupte: (x;, y;)i=1,...,m;j=1,...,» ist eine IK-Basis von IL.

Jedes z € IL schreibt sich z = }_ bx; mit b; € [F. Jedes b; = } a;;y; mit a;; € K=
i=1 j=1
zZ = Z Z ai]-xiy]- .
i=1 j=1
Lineare Unabhéngigkeit:
Sei ) Y, aiiXiyj = 0 mit ajj € K.

i=1j=1
n
m
Y ey = Y| Y agy; |x
i=1j=1 =1 4=

R
eF
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= Vi Zﬂli]']/]' =0
j=1

=Y i, ] aij = 0.

O
NoTtaTionN 2.3.
Sei IL/K eine feste Korpererweiterung. Sei (4;);e; eine Familie in IL. Man schreibt
Kla; : i € I] := der von (g;)ie; und K erzeugte Teilring von IL,
K(a; : i € I) :== der von (4;);c; und K erzeugte Teilkorper von L.
L/K heifit endlich erzeugte Kérpererweiterung, falls J4ay,...,a, € L, n € N mit
L =K(ay,..., a,).

BEMERKUNG 2.4.
Die Elemente von K][ay, ..., a,] sind die
Qan

m
Y Co-altc...-ay
aeZl}

mit ¢, € K, fast alle ¢, = 0. Anders gesagt: K][ay, ...,a,] ist das Bild des Einsetz-
Homomorphismus ¢ : K[t,...,t,] = L, @(f(t1,...,tn)) := f(a1,...,a,).

Dagegen: K(ay, ..., a,) = {fg% f@,. a0, 8@, ay) € Klay, ..., 0], g, ..., a) # 0).

VORSICHT:

Endlich erzeugte Korpererweiterungen IL/K sind im Allgemeinen nicht endlich
erzeugt als Ringerweiterung!

(Beispiel: K(t)/IK)

DEFINITION 2.5.

Seien K — IL;, K — IL, zwei Korpererweiterungen.

Ein K-Homomorphismus von I; nach L, ist ein (Ring-) Homomorphismus
@:L; > L,mitp@)=aVaeck

Schreibweise: ¢ : IL; = L,.

Es bezeichnet Homg (IL;, L) die Menge aller K-Homomorphismen.

BEISPIEL:
L=C¢:C—C, p(z)=z
¢ ist ein Q-Homomorphismus, aber ¢ ist kein Q( V—1)-Homomorphismus.

Die Erweiterung IL; /K und IL,/K heifien K-isomorph, wenn es einen bijektiven
K-Homomorphismus IL; =k L, gibt. Man schreibt: IL; =g L.
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2.6.
Sei L/K eine Korpererweiterung, sei o € IL. Sei ¢ : K[t] =k L, ¢ (Z Citi) = Z cal

der Einsetz-Homomorphismus. Es ist im(¢) = Kla], und ker(¢) =: p ist ein
Primideal in K[t]. Aus dem Homomorphiesatz folgt:

K[t]/p = K[a].

Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Fall: p = (0): dann ist ¢ injektiv.

2. Fall: p # (0): dann ist p = (f) fiir ein eindeutig bestimmtes, normiertes, irredu-
zibles Polynom f € K[¢].

DEFINITION 2.7.

Im 1. Fall heifst @ transzendent tiber K.

Im 2. Fall heifit o algebraisch tiber KK, und f heifst das Minimalpolynom von «
tiber K, in Zeichen f = MinPol(a/K).

Man nennt deg(a/K) := deg(f) = dimk K[a] den Grad von « tiber K.

ScHoLIUM 2.8.

Sei IL/K eine Korpererweiterung. Ist & € IL transzendent tiber K, so erfiillt « keine
nichttriviale Polynomidentitét tiber K. Esist dann K[a] =x K[{] und K(a) =k K(f).
Insbesondere ist dann [K(«) : K] = co.

Ist dagegen a algebraisch tiber KK, so erfiillt & echte Polynomidentitédten tiber K,
f(a) = 0mit f € K[t], und das eindeutige normierte solche f von kleinstem Grad
ist f = MinPol(a/K).

Dieses f ist irreduzibel, und KI[t]/(f) — Kl[a] ist ein K-Isomorphismus. Da
K[t]/(f) ein Korper ist, ist auch K[a] ein Kérper, und somit K[a] = K(a).

Weiter ist [K(a) : K] = dimg K[a] = deg(f).

Sei n := deg(f) = [K(a) : K]. Es ist (T, toot— 1) eine K-Vektorraum-Basis von
K[t]/(f), also ist auch (1, a, a?, ..., a" 1) eine IK-Vektorraum-Basis von K(a).

KOROLLAR 2.9.
Sei IL/K eine Korpererweiterung, sei a € IL. Dann sind dquivalent:

(i) «ist algebraisch iiber K;

(ii) K[a] ist ein Korper, d.h. K[a] = K(a);
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(ii1) dimg K[a] < oo;

(iv) [K(a): K] < oo.

BeisprieL 2.10.

Sei p eine Primzahl, C := e*™/P.

Wir haben gesehen (in 1.68): @,(0) = 0, mit @,(f) := #71 + P2 + ...+t + 1.

®,(t) ist irreduzibel tiber Q. Also ®@,(t) = MinPol(C/Q).

= Q(C) = Q[C] hat als Q-Vektorraum die Dimension p — 1. Eine Q-Basis von Q(C)
ist (1,C, 3, ...,CP72). Die hoheren Potenzen von C erhalte als Linearkombinationen
von 1,..., (" mit Hilfe der Relation @,(C) = 0.

Kororrar 2.11.
Sei IL/K eine Korpererweiterung, sei A ein Zwischenring K € A C IL mit dimg(A) < 0.
Dann ist A selbst ein Korper.

BEwEIs:
Sei0 # a € A = Kla] C A = dimg K[a] < c0o = K[a] = K(«a) ist ein Korper. =
1 e K[A] C A.

O

DEFINITION 2.12.
Eine Korpererweiterung IL/K heifst algebraisch, wenn jedes a € IL algebraisch
tiber K ist.

BreispieL: Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch.

Sarz 2.13.
Sei IL/KK eine Korpererweiterung, die von iiber K algebraischen Elementen erzeugt wird.
Dann ist die Erweiterung IL/K algebraisch.

Anders gesagt: Summen und Produkte von algebraischen Elementen sind wieder algebra-
isch.

BEwEIs:

Sei IL = K(g; : i € I) mit a;/K algebraisch Vi € I. Sei € IL. Es gibt | C I endlich
mit g € K(a;:j€]). O.E. alsoL = K(ay, ..., a,) (dh. |I| < o).

Betrachte den Korperturm K € K(ay) € K(ay, a, € ... € K(ay, ..., a,) = L.
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Behaupte: [K(ay, ..., ai41) : K(ay, ..., a))] = degMinPol (a1 /K(ay, ..., a;)) < oo,
denn ;4 ist algebraisch iiber K, und daher auch iiber K(ay, ..., a;).
Alsoist [IL : K] < co = IL/K ist algebraisch = p € LL ist algebraisch tiber K.

KoroLLrar 2.14.
Jede endlich erzeugte, algebraische Korpererweiterung ist endlich.

KoroLLAR 2.15 (Transitivitat).
Seien K C IL ¢ M Korper mit IL/K und M/IL algebraisch. Dann ist auch M/K algebra-
isch.

BEweErs:

Seia € M. Sei g(t) € L[t] das Minimalpolynom von a/IL. SeilL; := K(Koef fizienten von g(t)).
= K cL; cL, L /K endlich erzeugt, IL, /K ist algebraisch (da IL/K schon alge-

braisch ist).

= [LL; : K] < co. Andererseits ist [IL;(a) : IL;] < oo.

= [Li(a) : K] < 00 = [K(a) : K] < 00 = a ist algebraisch tiber K.

KOROLLAR 2.16. _

Sei IL/K eine beliebige Korpererweiterung. Sei K die Menge aller iiber K algebraischen
Elemente in IL. Dann ist K ein Teilkorper von IL. Man nennt K den relativen algebrai-
schen Abschluss von K in L.

BeweEis:
siehe 2.13.
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b. Adjunktion von Nullstellen

Sei K ein Korper, sei f(t) € K[t]. f(x) = 0 16sen?

Sarz 2.17.
Sei f € K[t] ein nicht-konstantes Polynom. Dann gibt es eine endliche Korpererweiterung
L/K und ein a € IL mit f(a) = 0.

Beweis:

Sei g(t) ein irreduzibler Faktor von f(t). Setze IL := K][t]/(g(t)). Dies ist ein Ober-
korper von K und in IL hat g(x) = 0 eine Losung: ndmlich x = F=t+( g(®)).

Klar, dass auch f(t) = 0 in IL ist.

DEFINITION 2.18.
Sei f € K[t] irreduzibel. Ein Wurzelkorper von f iiber K ist ein Oberkorper IL von
K, so dass ein o € L existiert mit f(a) = 0 und mit L = K(a).

Sarz 2.19.
Sei f € K][t] irreduzibel.
(a) KI[t]/(f) ist ein Wurzelkorper von f.

(b) Sind 1Ly, L, zwei Wurzelkorper von f, so ist Ly =k LL,.
Genauer: sei a; € IL; mit IL; = K(a;) und f(e;) = 0 fiir i = 1,2. Dann gibt es genau
einen K-Isomorphismus @ : IL; —g 1L, mit p(aq) = ao.

Beweis:

(a) gerade gesehen.

(b) Ist L = K(a) ein Wurzelkorper von f/K (mit f(a) = 0), soist ¢ : K[t]/(f) —=
L, (p(@) := ¢(a) ein K-Isomorphismus, mit ¢(t) = a.
Daraus folgt die Aussage durch Verkniipfung der Isomorphismen von K
auf ]Ll bzw. ]Lz.

BEMERKUNG 2.20.
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1. Die Irreduzibilitdt von f ist wesentlich.

2. Sei f € K][t]irreduzibel, sei E/K eine Korpererweiterung. Sind a, € [E Null-
stellen von f in [, so ist also K(a) =k K(B) (beide sind Wurzelkorper von
f). Die Korper K(a) und K(B) sind algebraisch nicht unterscheidbar tiber
K, kénnen aber sehr verschieden ,aussehen”: sei etwa K = Q, f(f) = t* -2
(irreduzibel nach Eisenstein). E = C, sei o := V2 = 1,189...,8 = ia (mit
i:= V-1). Also Q(a) = Q(B). Aber Q(a) € R, Q(f) ¢ R!

Kororrar 2.21.

Sei f € KIt] irreduzibel sei I = K(av) ein Wurzelkdrper von f, mit f(a) = 0. Fiir jede
Korpererweiterung IE/IK haben wir eine Bijektion Homg (L, E) — {f € E : f(8) = 0},
nimlich (¢ : Lx — E) — @(a).

BEwEIs:

Sei Ly := IK[t]/(f), g = f € L.

Dann ist die Aussage klar: K[t]/(f) —k E ist nach dem Homomorphiesatz durch
B := @(t festgelegt, es ist f(B) = 0.

Umgekehrt gibt es zu jeden € E mit f(8) = 0 ein solches ¢.

Daraus wegen 2.19 sofort auch der Fall von allgemeinem IL.

DEeFINITION 2.22.
Eine Korpererweiterung IL/K heifst einfach, wenn es ein o € IL gibt mit I = K(a).
Ein solches a heifit ein primitives Element fiir die Erweiterung IL /K.

BEMERKUNG 2.23.
Ist a/K algebraisch, so ist IL = K(a) endlich iiber K und L ist ein Wurzelkdrper
von f := MinPol(a/K) tiber K. Ist /K transzendent, so ist [K(«a) : K] = co.

BEMERKUNG 2.24.

Sei L = K(«r) eine einfache endliche Erweiterung von K.

Kennt man f(t) = MinPol(a/K) = " + a,_1#"' + ... + a1t + ap, so kann man im
Korper LL rechnen:

Eine K-Basis von L ist (z.B.) (1, a, a2, ..., a"!). Die hoheren Potenzen von «a findet
man durch Anwenden von f(a) = 0.

Systematisches Vorgehen: die Abbildung ps : L — IL,x — ax, ist K-linear und
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0 —d
10 —aq
hat beziiglich obiger Basis die Matrix 1 =: A. In der i-ten
0
1 —n-

Spalte von A¥ (k > 0) (1 < i < n) stehen die Koeffizienten von a**1.

Jedes Element § € IL hat die Form 8 = g(«) mit ¢ € K[¢]. Dabei kann man det(g) < n
erreichen; dann ist ¢ eindeutig.
Das Inverse ! erhilt man mit dem Euklidischen Algorithmus:
(sei p # 0) es ist ggT(f,g) = 1, Euklidischer Algorithmus gibt p,1 € K[t] mit
1=pf+qg= mitt:=a)l=g(a)- gl@) =qg(a)=p".
—_——
p

Um MinPol(/KK) zu berechnen, berechne die Potenzen 1,8, 3%, ... (bis hochstens
p") und schaue nach, wann sie linear abhéngig werden.

BEeispieL 2.25.

Sei IL = Q(&) mit a* — 84> + 20a? — 16a + 2 = 0.

Das Polynom ist irreduzibel nach Eisenstein.

= (1,a,a2,03) ist eine Q-Basis von L. Sei f := a? — 4a. Berechne MinPol(3/Q):
B*=a*-8a°+16a*=... = —4a* + 16a — 2 = -4 - 2.

= MinPol(8/Q) = 1> + 4t + 2

= erhalte auch g~ wie folgt: > +48+2=0= BB +4) = -2.
=>pl=-1B+4)=—302+2a-2.

Sei IL ein Wurzelkorper von f tiber K, sei a € L mit f(a) = 0. Habe f(t) = (t—a)g(t)
mit g € IL(¢).

BEI1sPIEL 2.26.
Der Faktor g(t) in IL(t) kann irreduzibel sein oder in mehrere Faktoren zerfallen:

(1) Sei p eine Primzahl, & = 2™/7 € C".
D(t) := Min(E/Q) = V1 + ...+t + 1 (irreduzibel in Q[¢]).
Wir haben gesehen @,(t) = (t — &) -...- (t— &).
Somit zerfallt das (irreduzible) Polynom tiber seinem Wurzelkorper Q(&) in
Linearfaktoren.

(2) Seia € Z, keine dritte Potenz, f(t) = > —a € Q[t]. Sei a = +/a die reelle dritte
Wurzel, sei f(t) = £ —a = (t — a)g(t) mit det(g(t)) = 2, mit g(t) irreduzibel in
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Q(a).
Denn Q(«a) C R, aber die Nullstellen von g(t) sind nicht in R.

KOROLLAR 2.27.
Zu jeden nichtkonstanten Polynom f(t) € K[t] gibt es eine Korpererweiterung IL/K,
so dass f iiber IL in Linearfaktoren zerfillt. Dabei kann man [IL : K] < n! erreichen,

n := deg(f).

BeweEis:

Induktion nach 7. Beginn n = 1: lineares Polynom zerfallt iiber K. v
Sein > 1, sei g(t) ein irreduzibler Faktor von f(t) in K[¢], sei K; ein Wurzelkorper
von g(t), sei g(a) = 0 mit a € K.

Es ist [K; : K] = deg(g) < n, und f(t) = (t — a) - h(t) mit einem h € K;[t],
deg(h) = n — 1. Nach Induktionsannahme gibt es IL/IK; mit [L : K;] < (n - 1)!,
so dass h(t) tiber L in Linearfaktoren zerfallt. Also zerfdllt auch f tiber L in

Linearfaktoren, [IL : K] = [IL : K;] - [K; : K] < n!
—_—— ———
<(n-1)! <n

DEFINITION 2.28.

Sei f € K]t], nicht konstant. Ein Oberkorper L von K, {iber dem f in Linearfak-
toren zerfallt und der von den Nullstellen von f (tiber K) erzeugt wird, heifst ein
Zerfillungskorper von f tiber K.

Sarz 2.29.

Sei f € K[t], deg(f) =n>1:

Dann hat f einen Zerfillungskorper IL tiber K mit [IL : K] < n!. Je zwei Zerfillungskor-
per von f iiber K sind zueinander KK-isomorph.

BEwEIs:
Existenz von IL und [IL : K] < n! siehe 2.27.

Bleibt: Eindeutigkeit bis auf =.
Seien IL,, IL, Zerfallungskorper von f iiber K. Induktion tiber n = deg(f).
Sei n = 1: klar (K ist Zerfallungskorper).

Sei nun n > 1. Sei g ein irreduzibler Faktor von f in K][t]. Es gibt a; € LL; mit
() =0ftri=1,2.
Nach 2.19 gibt es einen K-Isomorphismus ¢ : K(a;) —= K(az) mit ¢(a1) = a,. Es
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gibt h; € K(a;)[t] mit f = (t — a;)hy(t) fiiri =1, 2.

Dann ist IL; ein Zerfallungskorper von h; tiber K(a;) fiir i = 1,2. Insbesonde-
re ist auch I, via die Inklusion K(a;) —=, K(az) C I, ein Zerfallungskorper
von hy(t) tiber K(a;). Denn der Homomorphismus ¢ : K(a)[t] = K(ap)[t], der
durch koeffizientenweises Anwenden von ¢ entsteht, bildet h;(t) auf hy(t) ab.
Nach Induktionsannahme sind also die beiden Zerfallungskorper K(a;) C 1L,
und K(a;) —, Ka(az) C IL; von hy(t) tiber K(a) isomorph. Sei ¢ : L; =k, 1L
ein solcher Isomorphismus. Dann ist ¢ ein K-Isomorphismus von IL; auf LL,.

O

Nortarion 2.30.
Sei f € K][t], deg(f) > 1. Schreibe Ztk(f/K) fiir ,den” Zerfallungskorper von f
tiber K.

BeispieL 2.31.

Sei p eine Primzahl, sei a # 0 eine ganze Zahl, quadratfrei. Was ist IL := Zfk(t" —
a/Q)?

Sei & = ?™/P € C*,seia € Cmita” = a. Dannist ! —A = (t—a)(t—&a)-...-(t—&a).

Also Ztk(t" — a/Q) = Q(a, &d) = Q(a, £).

2.32.

Sei IL/K eine quadratische Erweiterung, d.h. [IL : K] = 2, sei a € IL \ K, dann ist
L = K(a), sei MinPol(a/K) = > +at +b,0 =a* +aa +b = (a + §)* + (b - %). Hier
haben wir char(K) # 2 benutzt.

Setze f := a + 5, dann ist auch IL = KK(8), und MinPol(8/K) = > —cmitc:= -b+ %

ist ,einfacher” als MinPol(a/K). a = f — & w> a = yfc — & = Ye=ib=2n,

Sarz 2.33.

Sei char(K) # 2. Jede quadratische Erweiterung von K hat die Form IL = K(+c), mit
ce K\ K2

Dabei gilt fiir c,d € K* \ K K(Vc) = K(Vd) & (K? = dK«2 & £ € K2

BEwEIs:

IL = K(+c) gerade gesehen. ,&" istklar. d = ch®> mith € K* = Vd = \c-b =
K(V0) = K(Va).

=" Sei c € K*\ K*2. Welche Elemente aus K werden in IK( y/c) zu einem Quadrat?
x,ye K (x+yve)P = +y*0)+2xyvee Ke2xy=0x=0vy=0.

Somit K* N K(+c)? = K2 U cK*. Daraus folgt ,=".
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BEMERKUNG 2.34.

1. Fiir char(K) # 2 entsprechen also die (K-Isomorphismus-Klassen von) qua-
dratischen Erweiterungen von K genau den von 1K*? verschiedenen Klassen
in K /K? = {a-K?:aq €K}

2. Bsp. K = Q. Die quadratischen Erweiterungen von Q sind genau die folgen-

den: Q( V-1) und die Q(+/n), Q(v=n) mitn > 1 eine quadratfreie nattirliche
Zahl.

3. Allgemeiner kann man in jedem Grad folgendes machen:
Ist f(t) = t" + a,1t" ' + ...+ ;t + ap € K[t] irreduzibel, so kann man durch
Substitution u := t + = erreichen, dass a,_; = 0 wird (fiir char(K) 1 n).
Weiter kommt man aber im Allgemeinen nicht.

BEeispiEL 2.35.

Sei IL ein Wurzelkérper von f(t) = £ — 4t + 1 tiber Q (irreduzibel), f(0) =1, f(1) =
-2, f(x) = oo flir x — +oo.

Dann hat f drei reelle Nullstellen.

Sei B € L \ Q. Dann ist niemals b := g € Q, denn sonst wire IL = Q(B) und
MinPol(3/Q) = £ — b. = Homg(LL; R) = {x € R : x> = b}: es gibe nur eine L — R.

Andererseits folgt aus IL ist Wurzelkorper von (f/Q): IL hat drei Einbettungen
nach R.
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c. Der algebraische Abschluss von K

LEMMA 2.36.
Fiir jeden Korper K sind iquivalent

(i) K ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes nichtkonstante Polynom in K[t] zerfillt
in Linearfaktoren;

(ii) K hat keine von K verschiedene endliche Korpererweiterung.

BEwEIs:

(i) = (ii)

Sei IL/K endlich, sei a € L. f := Min(a/K) = f zerfdllt nach Voraussetzung in
Linearfaktoren, einer davonist (t —a) > a € K= 1L = K.

(i) = (i)

klar aus Existenz eines Zerfillungskorpers.

DeFINITION 2.37.
Sei K ein Korper. Ein Oberkorper E von K heifit ein algebraischer Abschluss von
K, wenn [E/K algebraisch und E algebraisch abgeschlossen ist.

LEMMA 2.38.
Sei IL/K eine algebraische Erweiterung derart, dass jedes Polynom aus K[t] iiber IL in
Linearfaktoren zerfillt. Dann ist IL ein algebraischer Abschluss.

BeweEis:

Sei IF/IL eine endliche Erweiterung. Dann ist auch IF/K algebraisch (2.15).
Sei a € F, Min(a/K) =: f zerféllt tiber IL nach Voraussetzung.
fla)=0=>aclL=F=L.

KOROLLAR 2.39.

Sei E/K eine beliebige Korpererweiterung derart, dass jedes Polynom aus K[t] iiber E
zerfillt. Dann ist der relative algebraische Abschluss K in E (2.16) ein algebraischer Ab-
schluss von K.

BeEweEis:
sofort aus 2.38.
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BeispieL 2.40.
C ist ein algebraischer Abschluss von R.

Der Korper Q := {a € C : a ist algebraisch iiber Q} ist ein algebraischer Abschluss
von Q nach 2.39.

THEOREM 2.41 (Steinitz).
Sei K ein Korper. Dann hat K einen algebraischen Abschluss. Je zwei algebraische Ab-
schliisse von K sind IK-isomorph.

BEWEIS:

Existenz:

Konstruiere eine Kette K = K, ¢ K; Cc K, C ... von Korpererweiterungen der-
art, dass jedes nichtkonstante Polynom f € K[t] eine Nullstelle in IK;;; hat fiir
i=0,1,2,...

Ist dies erreicht, so sei E := | J K; ein Oberkorper von K. Jedes nichtkonstante
i>1

f € K[t] zerfdllt tiber E in Linearfaktoren.
Aus 2.39 folgt also dann die Existenz eines algebraischen Abschlusses von K.

Also geniigt es zu zeigen, dass es einen Oberkorper K; von K gibt derart, dass
jedes f € K[t] \ Kin K eine Nullstelle hat. Sei

I :={f € K[t] : f ist normiert und irreduzibel}

Sei A := K[xf : f € T], Polynomring in den (unendlich vielen!) Variablen x¢, f € 1.
Sei I das in A von alles f(x¢), f € I, erzeugte Ideal.

BenaurTUNG: I # A.

Beweis: Ware 1 € I, so gdbe es fi,...,f, € T und ay,...,a, € Amit 1 = a;fi(xs) +
4 a,fxp) *)
Sei IL/K eine endliche Erweiterung, so dass fi, ..., f, jeweils eine Nullstelle in IL
haben (z.B. IL = Zfk(fi, ..., fi/K)).

Sei a; € L mit fi(a;) = 0 fir i = 1,...,r. Definiere den K-Homomorphismus
p:A>L k) :=a;furi=1,...,rund p(xs) :=0fiir f € T\ {fy,..., f}.

Anwendung von ¢ auf (*). 1 = Zr‘ (@) - filp(xg)) = 0 — Widerspruch.
i=1 ——
=q;
=0

Also ist tatsdchlich I # A. Nach 1.29 gibt es ein maximales Ideal m in A mitI C m.
Setze K := A/m, ein Oberkorper von K.



52 2. Korpertheorie I

K, hat die gewiinschte Eigenschaft. Zu f € I ist namlich Xy = x¢ + m eine Null-
stelle von f in K;, denn f(x) € m.

BeMERKUNG: Wir haben hier das Zorn’sche Lemma verwendet (Existenz von m).

Fortsetzung nach dem niichsten Satz ...

Sarz 2.42.

Sei @ : K — Qein Homomorphismus von K in einen algebraisch abgeschlossenen Korper
Q. Sei IL/K eine algebraische Erweiterung. Dann lisst sich ¢ von K auf IL fortsetzen:
KoLK-,Q=1L-,Q.

Also 3 ein Homomorphismus ¢ : IL — Q mit Y|k = ¢

Beweis: (Fortsetzung von 2.41)

Eindeutigkeit aus 2.42:

K, seien €3, (), algebraische Abschliisse von K. 2.42 = ex K-Homomorphismus
l’b : Ql - Qz.

Y ist surjektiv, denn sei € (), sei f := MinPol(8/K). Seien ay, ..., a, € () die
Nullstellen von f in Q1 (n := deg(f)).

= f(t) = (t — ) = H(t - Y(a)). Also sind (), ..., P(a,) alle Nullstellen von

f(t)in Qz Also istp = gl)(a ) fiir ein 1.
O

Beweis: (von Satz 2.42)

Zuniéchst sei L = K(a) mit einem o € L.

Sei f := MinPol(a/K). Q ist algebraisch abgeschlossen = 3 p € Q mit f(B) = 0.
Also ist durch () := f eine solche Fortsetzung definiert.

(L = K(a), K(B) Wurzelkorper von f )

Nun sei IL/K beliebig (algebraisch).

Betrachte die Menge

X :={(E, ¢) : KCE c L Zwischenkérper, ¢ € Hom(IE, Q3), p|lx = ¢}.

X ist eine geordnete Menge durch (E;, 1) < (E;, ¢2) : © E; C Ey, ¢olg, = ¢1.

Jede Kette in X hat eine obere Schranke in X:
{(IE;, ¢i)}ier Kette.
= (]E’ (P) = LJI(IEi/ ¢1)

Zorn’sches Lemma = es gibt ein maximales (E, ¢) in X.
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Behaupte: E = IL. Andernfalls wéhle a € IL\ [E. dann hat ¢ nach dem ersten Schritt
eine Fortsetzung auf E(a) # E, Widerspruch zu Maximalitat.
O

DEFINITION 2.43.
Mit K wird ein algebraischer Abschluss von K bezeichnet.
(nach 2.41 sind je zwei solche K-isomorph)

BEMERKUNG 2.44.

Fir K = R ist C = R(V-1) ein algebraischer Abschluss von IR. Ein anderer ist
Q = R[]/t +1).

Es gibt zwei R-Isomorphismen Q —. g C, namlich f - + V—1. Keiner ist kanoni-
scher als der andere.

KOROLLAR 2.45.
Sei K ein algebraischer Abschluss von KK, sei IL/KK eine algebraische Erweiterung. Dann

gibt es eine K-Einbettung I —y K.
(das ist 2.42)

ERINNERUNG 2.46.
Sei [E/K eine Korpererweiterung. Ein K-Automorphismus von E ist ein bijektiver
K-Homomorphismus E —k E.

Die Menge aller IK-Automorphismen von E bildet unter Komposition eine Grup-
pe, Aut(IE/K).

KoroOLLAR 2.47.
Sei K ein Korper, sei K ein algebraischer Abschluss von K.

(a) Jeder K-Homomorphismus K —y K ist bijektiv, also ein K-Automorphismus.

(b) SindIL, 1L’ Zwischenkorper von K/K, undist  : I —=x 1L’ ein K-Isomorphismus,
so lisst sich ¢ zu einem IK-Automorphismus 1 von K fortsetzen.
BEwEIs:

(a) schon im Beweis der Eindeutigkeit in 2.41.

(b) folgt aus 2.42 (Homomorphismus) und (a) (Bijektivitat).
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DEFINITION 2.48. .
Zwei Elemente o, € K heiffen zueinander K-konjugiert, wenn es ein o €

Aut(K/K) mit o(a) = p gibt.

KOROLLAR 2.49. .
Genau dann sind a, p € K K-konjugiert, wenn MinPol(a/K) = MinPol(5/K) ist.

BEweErs:
Ist MinPol(a/K) = MinPol(5/K) =: f, so gibt esnach 2.19 einen KK-Isomorphismus

@ : K(a) —= K() mit p(a) = p. 3
Nach 2.47 (b) lasst sich ¢ zu einem o € Aut(IKK/K) fortsetzen.

Umgekehrt sei 0 € Aut(K/K), sei B = o(a). Sei MinPol(a/K) = Y. a;t, dann 0 =

Yaa =Y a a(la) =Y a;f' = MinPol(a/K) = MinPol(3/K).
——
=p

KoOROLLAR 2.50.
Sei a € K. Die IK-Konjugierten von a sind genau die Nullstellen von MinPol(a/K) in

K.

BEISPIELE 2.51.

1. K=R K=C.Ista € C,a =a+bimita,b € R, so sind die R-Konjugierten
von a gerade o und A = a — bi.
MinPol(a/R) = t* — 2at + (a> + b?) = (t — a)(t — @), falls b # 0.
2. Sei K = Q, sei p eine Primzahl, { = ¢*™/P. Was sind die Q-Konjugierten von
?
C -

Wegen MinPol(C/Q) = #'+...+t+1 = [[(t- /) sind es genau (, C%,..., (P71
j=1
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d. Separable Polynome und vollkommene Korper

Zahlen von Nullstellen von Polynomen mit Vielfachheiten.

DEFINITION 2.52.

Sei f € K[t], f # 0, seic € K.

Dann heifst die grofite Zahl e > 0 mit (t — ¢)° | f die Vielfachheit der Nullstelle c
von f.

Ist e = 1, so heifst c eine einfache Nullstelle von f.

LEMMA 2.53.
Ein Polynom f € KI[t] vom Grad n > O hat hochstens n Nullstellen in K, gezihlt mit
Vielfachheit.

BeEwEIs:
klar aus Gradgriinden, und wegen der eindeutigen Faktorzerlegung in K[¢].
O

DEFINITION 2.54.

Sei f =a,t" + ...+t +ap € K[t].

Die (formale) Ableitung von f ist das Polynom
f = %f =na," ' +... +a; =Y gt

i>1

Hohere Ableitungen werden induktiv definiert durch f® = ( f (k‘l))/ firk=1,2,....

LEMMA 2.55.
Fiir f,g € K[t] und a,b € K gilt:

(a) (af +bg) =af" +bg’;
) (f-8)=f-8+f g
(c) (fog) =(fog)-g.

Dabei sei f o ¢ das durch Einsetzen definierte Polynom: ist f = Y a;t',so fo g := Y a;g'.

i>0 i>0

BeEweEis:
Aufgabe 25
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Sarz 2.56.
Sei 0 # f € K[t], sei c € K eine Nullstelle von f von Vielfachheit e > 1.
Dann ist ¢ eine Nullstelle von f’ von Vielfachheit > e — 1.

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn char(IK) kein Teiler von e ist (also z.B. stets fiir
char(K) = 0).

BeweEis:

f=(@t-c) gmitgeK[t], g(c) # 0.
Ableiten = ' =e(t =)' g(t) + (t =) - g'()) = (t = )" (e~ (1) + (t = O)g'(1)).

=:h(t)

h(c) =e- g(c) .Iste # 0in K, so h(c) # 0, also die Vielfachheit = ¢ —1;iste = 0 in
——

#0
KK, so h(c) = 0, also Vielfachheit > e.
Sarz 2.57.

Sei f € K[#].

(a) Ist char(K) =0, so gilt: f' =0 & f € K.

(b) Seichar(K) =p > 0,s0gilt f' = 0& f € K[tP],d.h. f = bo+bitP+bat? +. . .+b, t"™
mit geeigneten b; € K.

BeweEis:
f = Z Elitl, f’ = Z iﬂitl_l.
i>0 i>1

Ist char(K) =0,s0i-a; =0 a; =0 firi > 1.
Ist char(K) = p > 0,soalso f" =0 & a; = 0 fiir alle i mit p 1 1.

DEeFINITION 2.58. .
Sei K ein Korper. Ein Polynom 0 # f € K][t] heifit separabel, wenn f in K (:=
algebraischer Abschluss von K) nur einfache Nullstellen hat. Andernfalls heifst f
inseparabel.

Sarz 2.59.
Fiir 0 # f € K|t] sind dquivalent:

(i) f ist separabel;
(ii) in jedem Oberkorper IE von K hat f nur einfache Nullstellen;
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(iii) ggT(f, f') =1.

BeweEis:
Zunichst:

LEMMA 2.60.
Sei E/K eine Korpererweiterung. Seien f,g € K[t]. Ist h ein ggT von f und g in K[t],
so ist h auch ein ggT von f und g in E[t].

BEwEis:
Der euklidische Algorithmus hangt nicht vom Grundkorper ab!
O

Seinun K ein algebraischer Abschluss von K. Sei f = c-[[(t—a;)“ mitay,...,ap,c €
i=1

K, e; € N, und a; #a;firi # j.

Ist f separabel, so folgte; =1 fiiri=1,...,n,also f'(a;) #0 V i.

Alsot—a;t f firi=1,...,n, somit ist ggT(f, f') = 1 (iiber K, also auch tiber K).
Ist f inseparabel, so ist ¢; > 2 fiir ein i, also f'(a;) = 0 = t — a; ist ein gemeinsa-
mer Teiler von fund f' = ggT(f, f’) # 1 (iiber K, also auch iiber K). Also (i) & (iii).

Dann wegen 2.60 auch Aquivalenz zu (ii).

BEeispieL 2.61.

Sei f = t* +at + b € K[t].

f" = 2t+a. Euklidischer Algorithmus ergibt fiir char(K) # 2: f = %(Zt +a)- f - “fo“.
Also f separabel & ggT(f, f) =1 a*—4b # 0.

Die Zahl D(f) := a* — 4b heifit Diskriminante von f.

Man sieht leicht, dass diese Charakterisierung auch fiir char(IK) = 2 richtig bleibt.

Sei 3 + at + b. Dann findet man analog:
f separabel & D(f) := 4a® + 27b* # 0.

feKIt, f=f'-...-f;7, fiirreduzibel, f; » f; fiir i # j.
klar: f separabel = ¢; = 1.
Umkehrung?
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Sarz 2.62.
Sei f € K[t] ein irreduzibles Polynom.

(a) ist char(K) = 0, so ist f separabel;

(b) ist char(K) = p > 0, so gilt:
f ist inseparabel & f' =0 & f is ein Polynom in t¥.

BeweEis:

f separabel & ggT(f, f') = 1.
deg(f’) < deg(f). Da f irreduzibel ist, folgt ggT(f, f') # 1 & f' = 0.

Sarz 2.63.

Sei A ein Ring und p eine Primzahl, es gelte p = 0 in A. Dann ist (x + y)’ = x¥ + y* fiir
alle x,y € A.

Induktiv damit auch (x + y)'" = x”" + y”" fiirallen > 1.

BeweEis:

p-1 .
(x+yP =2 +y’+ Y O)xp.
i=1

Dabei ist (%) = PV Gurch p teilbar fiiri=1,...,p — 1.

i!

DEFINITION 2.64.
Sei K ein Korper, char(K) = p > 0. Der Ringhomomorphismus ¢ : K — K, ¢(x) =
x7, heifst der Frobenius von K.

Man schreibt K? := ¢(K) = {x* : x € K}.

BEMERKUNGEN 2.65.

1. K7 = ¢(K) ist ein Teilkorper von KK, der zu K isomorph ist. Denn ¢ : K — K?
ist ein Isomorphismus.

2. Der Frobenius ¢ ist die Identitat auf IF, = {0,1,...,p -1} C K.

Sarz 2.66.
Sei char(K) = p > 0, sei f(t) = t# —amita € K\ KP. Dann ist f irreduzibel in K[t],
und inseparabel.
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BewErs:

Sei a € Kmit a” = g, dannist f = ## —a = (t — a)’. Die Faktorzerlegungen von f
in K sind also die (t — @)’ - (t — a)’™".

Zu zeigen also: (t —a) ¢ K[t] fir1 <i<p-1.

Tatsichlich ist ' ¢ K:

. S .
wegenpfiistl=s-p+t-imits,t € Z= a=a""= (af) -(a').
——
eK

Wire also o' € K, so auch a € K — Widerspruch.

BEISPIELE 2.67.

1. Ist k ein beliebiger Korper mit char(k) = p und K = k(x) (der rationale
Funktionenkorper in der Variablen x), so ist x ¢ K”. Also ist das Polynom
t# — x € K[t] irreduzibel und inseparabel.

2. Ist char(K) = p > 0, so hat jedes Element in K nur eine p-te Wurzel.

DEeFINITION 2.68.
Ein Korper heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible f € K[t] separabel ist.

Sarz 2.69.
Sei K ein Korper. Es sind dquivalent:

(i) K ist vollkommen;

(ii) char(K) = 0 oder char(K) = p > 0 und K? = K.

BEwEIs:
Ist char(KK) = 0, so ist K vollkommen nach 2.62 (a).

Sei char(K) = p > 0. Ist K # K, etwaa € K\ K?, so ist # — a € K[t] irreduzibel
und inseparabel, also K nicht vollkommen.
Sei nun K? = K, sei f € K[t] ein irreduzibles Polynom. Wére f inseparabel, so

wire f € K[#"] etwa f = ¥ a;t? (2.62 (b).
i=0

m p
Sei b = Rfa; € Kfuri =0,...,m, dann f = (Z biti) . — Widerspruch zu f
i=0
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irreduzibel.

BEeispriELE 2.70.

1. Jeder Korper von Charakteristik 0 ist vollkommen.
Jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist vollkommen.

2. Jeder endliche Korper ist vollkommen. Denn der Frobenius ¢ : K —
K, p(x) = x7 ist injektiv, also auch surjektiv wegen [K]| < co.

3. Ist char(K) = p > 0, so ist K(x) = Quot K[x] nicht vollkommen.

DeFINITION 2.71.
Sei IL/K eine algebraische Korpererweiterung.

(1) Seia € L. a heifdt separabel iiber K, wenn MinPol(a/K) separabel ist.

(2) Die Erweiterung IL/KK heifst separabel, wenn jedes a € IL separabel iiber K
ist.

KOROLLAR 2.72.
Ein Korper K ist genau dann vollkommen, wenn jede algebraische Erweiterung IL/K
separabel ist.

KOROLLAR 2.73. .
Sei K ein algebraischer Abschluss von K, sie a € K. Sei n := deg(a/K) = [K(a) : K]
(= deg(MinPol)). Dann sind dquivalent:

(i) « ist separabel;
(ii) o hat n verschiedene IK-Konjugierte in K;

(iii) |Homg(K(a), K)| = n.

BEwEIs:
f := MinPol(a/K). a separabel iiber K < f hat n verschiedene Nullstellen in K.
Diese sind die K-Konjugierten von «a in K.

zu (iii):
K(a) --», K < K- - - K(a).



d Separable Polynome und vollkommene Korper

Nach 2.21 sind sie auch in Bijektion zu Homg (K(«), K).

61
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e. Separable Korpererweiterungen, Satz vom primitiven Element

DEeFINITION 2.74. .
Sei IL/K eine endliche Erweiterung. Man nennt [IL : K]s := |Homg(L, K)| den
Separabilititsgrad von IL/K.

BEMERKUNG 2.75.
Sei L = K(a) eine einfache Erweiterung. Dann sagt 2.73: [K(«a) : K]s < [K(a) : K],
mit Gleichheit genau dann, wenn « separabel /KK ist.

LEmMMA 2.76.
Sei IL/K endlich, sei ¢ : K — € eine Einbettung mit () algebraisch abgeschlossen. Dann
hat ¢ genau [IL : K]s Fortsetzungen ¢ : IL — Q) (insbesondere hiingt die Definition von

[IL : K]s nicht von der Wahl von K ab).

BEwEIs:

Wir konnen annehmen: Q ist algebraisch tiber ¢(K). Nach 2.42 gibt es einen
Isomorphismus § : K —~ Q mit flx = ¢. Dann ist Homg(L,K) — { : L — Q :
Ylk = ¢}, @ — B - @ bijektiv, mit Umkehrabbildung i — B! - 9.

Also [L: K]s = [{¢: L = Q: Y|k = ¢}l

KOROLLAR 2.77.
Seien K C IF C IL endliche Erweiterungen: [IL : K]s = [IL : F]s - [IF : K]s.

BEwEIs:
Es gibt m := [F : K]s K-Einbettungen ¢; : F —g K firi = 1,...,m. Jedes
@; hat genau n := [IL : F]s Fortsetzungen ¢;; fiir j = 1,...,n auf L. Das gibt
m-n = |Homg(LL, K)| = [L : K]s.

O

LEmma 2.78.
Sei IL/KK algebraisch, sei a € 1L separabel. Dann ist o auch separabel iiber jedem F mit
KcFclL.

BEwEIs:
Sei f := MinPol(a/K), nach Voraussetzung ist f separabel. Sei g := MinPol(«/TF).
Wegen f(a) =0, f € F[t] folgt ¢ | f. Damit ist auch g separabel.

O
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Sarz 2.79.
Sei IL/K endlich. Dann ist [IL : K]s < [IL : K], und Gleichheit gilt genau dann, wenn
IL/K separabel ist.

BEWEIS:

K =K, ¢ K(a;) € K(ay,p) € ... € K(ay,..., ) = L, K; = K(ay, ..., ) fur
i=0,...,n. Jeder Schritt K;_; C K; = K;_1(«;) ist einfach.

Nach 2.75 folgt: [K; : Ki1]s < [K; : Ki_1] = (weil beide multiplikativ sind)
[L: K]s < [L: K].

Zweite Aussage:

Ist [L : K]s = [IL : K], so ist auch [IF : K]s = [[F : K] fiir alle K c F ¢ IL (Multipli-
kativitat + Ungleichung).

Sei a € IL, dann also [K(a) : K]s = [K(a) : K] = « ist separabel (2.73, 2.75).

Umgekehrt sei IL/K separabel. Dann ist auch a; tiber K;_; = K(ay, ..., a;-1) sepa-
rabel fiiri = 1,...,n. = wegen K; = Ki_1(a) ist [K; : Ki.1]s = [K; : Ki1] (2.73,
2.75) = (Multiplikativitat) [IL : K]s = [IL : K].

O

KoroLLAR UND DEFINITION 2.80.
Sei IL/K eine algebraische Erweiterung. Dann ist ILs := {a € IL : « ist separabel iiber K}
ein Zwischenkorper von 1L/ K, genannt die separable Hiille von K in L.

BEwEIs:

Seien a, f € Ls : K C K(a) C K(a, ). Wegen a separabel iiber K und g separabel
tber K ist [K(a) : K]s = [K(a) : K] und [K(a), : K(@)]s = [K(a,p) : K(a)].
Multiplikativitit: [K(a, f) : K]s = [K(a, ) : K].

Nach 2.79 ist also jedes Element von K(a, ) separabel iiber K.

LeEmma 2.81.
Sei char(K) = p > 0, sei IL/K algebraisch.
Fiir jedes a € 1L gibt es ein v > 0, so dass oF separabel iiber K ist.

BEwEIs: :
f := MinPol(a/K), irreduzibel. Sei r := max{i > 0: f € K[]}.
Dann ist f(t) = ¢(#') mit ¢ € K[t] irreduzibel, und ¢ ¢ K[t"], also g separabel. Es
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ist f(a) = g(a”') = 0, also ist a” separabel iiber K.

DEFINITION 2.82.
Eine algebraische Erweiterung IL/K heifst rein inseparabel, wenn alle Elemente
in IL \ K inseparabel (d.h. nicht separabel) tiber K sind.

KOROLLAR 2.83.
Sei char(K) = p > 0. Dann: IL/K ist rein inseparabel & Y a € LAr>0a” € K.

Beweis:
L/K rein inseparabel = (nach 2.81) ¥ a Ara” € K.
Umgekehrt: sei ¢ := o € K, r > 1. = a ist eine Nullstelle von # — cl, ein
inseparables Polynom.
O

Sarz 2.84.
IL/K sei endlich. Dann IL/K rein inseparabel = [IL : K]s.

BEwEIs:
Sei [L : K]s =1,seia € L\ K. Esist [K(a) : K]s =1 < [K(a) : K] = a ist
inseparabel tiber K. Also IL/K rein inseparabel.
Umgekehrt: sei IL/K rein inseparabel. Wir zeigen: es gibt nur eine Fortsetzung
YL -k K
Seia € L, seietwaa? =:ceK.= ¢(a”) = (o) =c.
Also muss () eine p’-te Wurzel von c in KK sein. Also gibt es nur eine solche =
Y(a) ist eindeutig bestimmt = 1) ist eindeutig bestimmt.

O

KoroLLAR 2.85.

Sei IL/K endlich, sei ILs die separable Hiille von K in IL. Dann ist [IL : K]s = [ILs : K].
Die Erweiterung 1L/ILg ist rein inseparabel. Insbesondere ist [IL : K]s ein Teiler von
[L: K].

BEwEIs:
Ist char(IK) = O: nichts zu zeigen.
Sei char(K) = p > 0. Fiirjedes a € L gibtesnach 2.81 einr > 0mita” € Ls = (nach
2.83) L/LLg ist rein inseparabel = [IL : Ls]s =1 = [IL : K]s = [IL : Ls]s - [Ls : K]s =
—_————
1

[]LS : ]K]
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NoTtaTION 2.86.
SeiL/K eine feste Erweiterung, seien IL;, IL, Zwischenkorper von IL /K. Wir schrei-
ben I, IL; fiir den von IL; und I, erzeugten Teilkorper von L.

Ist IL/K algebraisch, so ist IL;IL, die Menge aller endlichen Summen ) a;8; mit
]
a; €Ly, Bi € L. 1

Sarz 2.87.
Sei E/K eine algebraische Erweiterung, seien IL,IM Zwischenkdrper von IE/K.

(a) E/K ist separabel < E/IL und IL/K sind separabel;
(b) LM/K ist separabel & IL/K und M/K sind separabel;
(c) L/K ist separabel = ILIM/M ist separabel.

BeweEis:

als Ubung ...

THEOREM 2.88 (Abel - Satz vom primitiven Element).

Sei IL/K eine endliche Erweiterung, I = K(ay, ..., ay); hdchstens eines der a; sei inse-
parabel iiber K.

Dann hat IL/K ein primitives Element : 3 a € L IL = K(a).

KOROLLAR 2.89.
Jede endliche separable Erweiterung hat ein separables Element.

Beweis: (von 2.88)

Ist K endlich (= L ist endlich), so ist IL* zyklisch = nimm « := Erzeuger von IL".

Sei also |K| = co. Es gentigt: n = 2.

Seill = K(a, 1), seia separabel tiber K. Sei f(t) = MinPol(a/K), g(t) = MinPol(8/K).

Ansatzy = +c-amitce K.

Seien o = ay, ..., a, die K-Konjugierten von « in K,

seien f = By, ..., B, die K-Konjugierten von g in K.

Esist f(t) = [[(t —a;). Seic € Kund y = f + ¢ - @ = a ist Nullstelle von f(t) und
i=1

von g(y — ct) € K(p)[t].

Angenommen, wir wissen, « ist die einzige gemeinsame Nullstelle dieser beiden

Polynome. Dann ist der ggT von g(¢) und g(y — ct) (in K[¢]) gleich ¢ — . Also auch
in K(y)[t] = a € K(y).
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= p=y-caecK(y) =L =K(,p) = K(y): fertig.

Bleibt zu zeigen: bei geeigneter Wahl von ¢ € K ist a die einzige gemeinsame
Nullstelle von f(t) und g(y — ct).

Ist auch a;,i > 2, eine gemeinsame Nullstelle, so ¢(y —ct) = 0 = y — ca; = p; fiir
einje(l,..., n}.

J
a—a;

=
=

= solange c ¢ { i=2,...,m = 1,...,n}, konnen wir ¢ nehmen.

BEispIEL 2.90.
Sei char(k) = p > 0. Sei K := k(x, y). Sei IL := K({/x, {/y). Dann ist [IL : K] = p*.
Aber YV a € Lgilta’ € K, also [K(a) : K] < p, also K(a) # L.
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f. Endliche Korper

Wir kennen: [F, = Z/(p) = Z/pZ. fiir p prim.

Sarz 2.91.
Sei IF ein endlicher Korper. Dann ist char(IF) = p > 0, und |[F| = p" fiir ein n € IN.

BeweEis:
char(F) = p > 0. [F: F,] =:n = [F| = p".

Wir haben gesehen: jeder endliche Korper FF ist vollkommen.
Sei ¢ :F = [F,¢(x) := x¥ (p := char(F)), dann ist ¢ € Aut(F) (,, Frobenius”).

2.92,

Sei IF ein Korper mit p" Elementen.

= IF" ist eine abelsche (zyklische) Gruppe von Ordnung p" — 1. Insbesondere ist
a”1=1VaelF.

=a” =aVacF

Es ist also F = Zfk(#" — t/IF,). Somit ist F bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
(Eindeutigkeit von Zfk, 2.29).

Umgekehrt sei p" eine gegebene Primzahlpotenz, konstruiere einen Korper mit p”
Elementen:

sei IF := Zfk(t" —t/IF,). SeiFy := {a e F: o/ = a}.

Sei f :=tp" —t,dannist f' = -1 = ggT(f, f’) = 1. Also ist f separabel = |IFy| = p".
Zu zeigen ist noch, dass [Fy ein Korper ist:

seien o, B € Fy, soist (@ + By = " + B = a + B; ebenso (a- By = - B = a - B.
= I, ist ein Teilring, also ein Teilkorper von F = F = [F.

THEOREM 2.93.

Zu jeder Primzahlpotenz q = p" gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper mit |F| = g,
ndmlich IF = Zfk(t1 — t/IF,).

Es gilt a1 = a fiir alle « € F.

DEFINITION 2.94.
Ist g eine Primzahlpotenz, so schreibt man IF, fiir ,,den” Kérper mit g Elementen.
(manchmal auch als GF(q) in der Literatur)
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VORSICHT:
F, = Z/(p), aber F,, 2 Z/(p") fiir n > 2 (nicht nullteilerfrei).

Sarz 2.95.

Sei IF ein Korper, |F| = g = p".

Zu jedem Teiler d von n gibt es einen und nur einen Teilkorper E von F mit |E| = p®. Das
sind alle Teilkorper von IF.

Avso: Teilkorper von IF,» < Teiler von n.

BEWEIS:
Sei [E C FF ein Teilkorper, [F : E] = m, dann g" = |F| = |[E[" = |E| = ¢"/™ = m | n,
also |[E| = p? fiird = Z | n.

Umgekehrt seid | n.Sei E := {a € F: a? = a}. Behaupte, E ist ein Teilkorper von
F mit |E| = p?. Zu zeigen ist also: das Polynom t#" — t zerfallt iiber F = IF,.

pd

d
Ista’ = a= (mitn =de) " = o’ = ...((oc”d)p)... =q.

~—_———
e—mal

=saeclF: /.

KOROLLAR 2.96.
Genau dann ist Fyn in IF,. einbettbar, wenn m | n ist.

KOROLLAR 2.97.
SeilF = IF,. Zu jedem d € N gibt es eine, und bis auf IF-Isomorphie nur eine, Erweiterung

IE von F mit [E : F] = d, ndmlich [E = ka(t‘id — t/F).

BEWEIs:
Nach Korollar 2.96 gibt es eine Erweiterung E/FF vom Grad d; E = ]qu, und jedes

solche E = Zfk(t' /F); daher sind je zwei solche Erweiterungen iiber IF isomorph.
O

KOROLLAR 2.98.
Sei q eine Primzahlpotenz, sei n € IN.
Dann ist #1° — t das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome f € TF,[t] mit
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deg(f) | n.

BEwEIs:

SeilF :=IF,, sei I := {f € [F[t] : f ist normiert, irreduzibel, deg(f) | n}.

Sei g := I f. Zeige: g und t1" — t teilen sich gegenseitig (= fertig).
fel

Sei [E := IF;», seia € [E. Dannist IF C IF(a) C [, also d := deg(a/FF) | [E : [F] = n.
Also ist MinPol(a/F) € 7 = g(a) = 0.
t —t=TI(t—a)= (7 —t)| g(t).

aclE

Umgekehrt sei f € 7. Dann ist F[t]/(f) eine Erweiterung von F vom Grad
d := deg(f) | n. Also existiert eine F-Einbettung F[t]/(f) — E = 3J a € E
mit f(a) = 0. = (t — a) ist ein gemeinsamer Teiler von f(t) und t7 — ¢t (in E[t]).
Also haben sie auch einen gemeinsamen Teiler in [F[t]. Da f(t) irreduzibel in F[t]
ist, folgt f(t) |t — t.

Also g(t) =7 — ¢.

THEOREM 2.99.
Sei IE/F eine Erweiterung endlicher Korper, sei f(t) € F[t] irreduzibel. Hat f(t) eine
Nullstelle in E, so zerfillt f(t) schon iiber E.

Anders: Der Wurzelkorper von f iiber IF ist schon der Zerfillungskorper.

BEwEIs:
Seien ay, ..., a, (n = deg(f)) die Nullstellen von f(t) in IL := Ztk(f/IF).
Firjedesi=1,...,nist [F(a;) : F] = n

lL-lF(ocl) =... :]F(al)—IF
Nach 2.95 ist also F(a;) = ... = [F(a1). Nach Voraussetzung liegt ein «; in E, also
alle.

O
Sarz 2.100.

Sei E/F eine Erweiterung endlicher Korper, [IE : F] = n. Dannisto : E = E, o(x) := x7
mit q := |F| ein F-Automorphismus von [E von der genauen Ordnung n.

BEwEis:
o ist ein Homomorphismus und ist injektiv, also wegen [E| < oo bijektiv, und
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o |]1:= id]p ist klar.
Firallex € Eistx = x7 = o0o...00(x) = 0"(x), also 0" = idg. Istd | n,d < n, so
————

n—mal
gibt es ein x € E = [F;» mit X # x,
(XEIFqn :]E'X¢qu']l:q :]F)

= fiir dieses x ist 0%(x) # x, also ist 0¥ # idE.

KoroLrrLAR 2.101.

Sei |F| = q, sei f € F[t] irreduzibel vom Grad n. Ist a € FF eine Nullstelle von f, so ist
n—-1

f(t) = (t—a)(t—al)(t —oﬂz) N (4 —qunil) =11 (t —aqj),

j=0
Alsosind a,a",...,a"" genau die verschiedenen Nullstellen von f(t).

BEwEIs:
E := F(a),[E : F] = n. Jeder F-Automorphismus (insbesondere ¢) bildet a auf
eine Nullstelle von f(t) in E ab.
Also sind a,0(a), 0*(a), ..., 0" '(a) Nullstellen von f(t). Wegen E = F(a) und
ord(c) = n sind diese alle verschieden = Behauptung.

O

BEMERKUNG 2.102.
Um den Korper IF,» explizit zu beschreiben und dann zu rechnen verschafft man
sich ein irreduzibles f(t) € IF,[t] vom Grad n; dann ist IF,» = IF,[t]/(f).

BEeispieLE 2.103.

p=2n=282+1,2+t2+t+1

f(t) = £ + t + 1 ist irreduzibel iiber IF,.

Also ist Fy = F,[t]/(f(t)) = Fa(a) mit a? = a + 1 (d.h. f(@) = 0).
F,=1{0,1,a,a + 1}.

Esist f(t) = (t— a)(t — a?) = (t — a)(t — (@ + 1)), vgl. 2.101.

p = 2,n = 3: die irreduziblen kubischen Polynome iiber F, sind # + t + 1 und
B+ +1.

Benutze f(t) = £ +t+1,das ergibt Fg = F(8) mit f° = g + 1
Fs=1{0,1,8,+1,p%p*+ 1,5+ B, +p+ 1}

f(t) = (t =)t = BA)(t — B*).
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g. Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Lit: R. Hartshorne, Geometry: Euklid and Beyond.

DerFINITION 2.104.
Gegeben sei eine Menge £ C R? von Punkten, |P| > 2. Wir erlauben die folgenden
Konstruktionsschritte:

(1) Fir je zwei schon kontruierte Punkte P # Q: Konstruktion der Geraden
durch P und Q.

(2) Konstruktion des Kreises mit Mittelpunkt P durch Q.

(3) Konstruktion neuer Punkte durch Schneiden von bereits konstruierten Ge-
raden oder Kreisen.

Durch (1) - (3) vergrofiern wir die Menge P.
FraGe: Welche Punkte der Ebene sind aus # in endlich vielen Schritten (1) - (3)
konstruierbar?

2.105.

Mit Descartes algebraisieren wir die Fragen wie folgt: wir identifizieren R? mit C
und normieren das Koordinatensystem so, dass {0, 1} C P gilt.

Sei Q) := QO(P) die Menge der aus P in endlich vielen Schritten (1) - (3) konstruier-
baren Punkte, QO c C.

KoNSTRUKTION 2.106.
Zu einer Geraden G und einem Punkt P: Konstruktion der Senkrechten zu G durch
P.

1.Fall P ¢ G:

e Wihle einen (konstruierbaren) Punkt Q € G
e {Q,Q):=GNKpP)

e {P, P’} := Kp(Q) N Kp(Q')

e PP’ ist die Senkrechte.

2.Fall PeG:

e Wihle einen (konstruierbaren Punkt P # Q € G
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* {QQ}:=GNKy(P)
* [P, P"} = Ko(Q) N Ko (Q)
e PP’ ist die Senkrechte.
KoNSTRUKTION 2.107.
Konstruktion der zu Gerade G parallelen Geraden durch einen gegebenen Punkt

P:
zweimal Senkrechte.

KonsTrRUKTION 2.108.
Zu einem Punt P auf einer Geraden G und Punkten Q, Q: Abtragen der Strecke
[QQ’] auf G von P aus.

1.Fall Q¢ GvQ ¢G:

e Gerade G’ durch Q und P
Parallele zu G’ durch Q’

Gerade G” durch Q und Q'
Parallele zu G” durch P
Schnittpunkt der Parallelen = P’

e Kreis um P durch P’ schneidet G in P = fertig.

2.Fall Q,Q’ €G:

e Wihle Hilfsgerade G" # G durch P
e Trage [Q, Q'] erst auf G’ von P aus ab

e Kreis um P schneidet G im gewiinschten Punkt

LEMMa 2.109.
Aus w,z € C kann man w + z konstruieren.

BEWEIs:
klar aus Parallelogramm mit Ecken 0, w, z, w + z.

LemmMma 2.110.
z € C ist genau dann konstruierbar, wenn Re(z), Im(z) konstruierbar sind.
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Beweis: klar aus Senkrechten durch 0, Re(z), 0, [m(z).

Lemma 2.111.
Aus w,z € C kann man wz und L (fiir z # 0) konstruieren.

BEWEIS:
Wegen 2.108 und 2.109 gentigt fiir Produkte:
aus reellen Zahlen x, y > 0 konnen wir x - y konstruieren.

— Strahlensatz ...

Fiir z # 0,z € C geniigt es zur Konstruktion von 1 zu zeigen: zu jeder reellen Zahl
x > 0 koénnen wir 1 konstruieren.

— wieder Strahlensatz ...

LEmmMma 2.112.
Man kann Quadratwurzeln konstruieren: zu z € C kann man + \z konstruieren.

BEWEIs:
Es geniigt, Winkel zu halbieren und fiir reelle x > 0 die Wurzel /x zu konstruieren.

Winkelhalbierende wie in der Schule.

Sei x > 0 eine reelle Zahl. Konstruiere +/x:

errichte den Kreis durch —1 und x mit Mittelpunkt £

der Kreis schneidet imagindre Achse in iz

Dreieck mit Eckpunkten —1, x und iz ist nach Satz von Thales rechtwinklig

Pythagoras: (x + 1) =1+ 22+ x> + 22 © 2x = 222 = z = .
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DeFINITION 2.113.
Ein Korper K heifst quadratisch abgeschlossen, wenn er keine quadratische Kor-
pererweiterung hat.

WIR wisseN: Ist char # 2, so ist das dquivalent dazu, dass K* = K*, also jedes
Element aus K ein Quadrat ist.

Die Menge Q) := QO(P) der aus P konstruierbaren Punkte in C ist also ein quadra-
tische abgeschlossener Teilkorper von C. Setze K, := Q(#) (der von der von # in
C erzeugte Korper)

Sarz 2.114.

Q ist der ,,quadratische Abschluss” von Ky in C, d.h.: eine komplexe Zahl a € C liegt
genau dann in Q3, wenn es eine Kette Ky C K; C ... C K, € C von Korpern gibt, so dass
[Ki:Kiq]=2fiiri=1,...,nist,und a € K, ist.

BEWwEIs:

Sei(Y ={aeC: esgibt K, CK; C... CK, wie oben mit a € K,} Seiena, € (Y,
seien g cKyc...cK,>a KyCcL; C...CL, > wie oben.
KocK;c...cK,cK,L; c...cK,L, =Q" 3 {a,f} mit [K,L; : K,Li - 1] <2
(also quadratische Ergdnzung oder Gleichheit).

= a, B € ); nach Konstruktion ist Q)" quadratisch abgeschlossen, also )’ C Q).

Umgekehrt miissen wir zeigen, dass die Konstruktionsschritte (1) - (3) nicht aus
(Y’ hinausfiihren:
sind z;,z; € R? Punkte mit Koordinaten in einem Teilkdrper K von R, so hat die
Verbindungsgerade durch die beiden Punkte wieder Koordinaten in K, ebenso
der Kreis um z; durch z,.
= Schnitt von zwei Geraden ergibt Punkt in K;
Schnitt Gerade N Kreis ergibt quadratische Erweiterung von K;
Schnitt Kreis;N Kreis,: subtrahiere Gleichungen = Gleichung vom Grad 2 =
quadratische Erweiterung.

O

KoroLLAR 2.115.
Ist « € C, so ist a hochstens dann aus P konstruierbar, wenn [Ko(«) : Ko] eine 2er-Potenz
ist.

2.116.
Die klassischen Konstruktionsprobleme der Antike:
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(1) Dreiteilung eines gegebenen Winkels;
(2) ,Delphisches Problem” Verdopplung eines Wiirfels;

(3) Quadratur des Kreises: verwandle einen Kreis in ein Quadrat mit gleichem
Flacheninhalt.

Alle drei sind mit Zirkel und Lineal unlosbar:

1. Sei a € ¢©. Genau dann lasst sich ® in 3 Teile teilen, wenn ¢©/® = </a aus
Q(a) konstruierbar ist. Das kann nur gehen, wenn [Q(+/a) : Q(a)] eine 2er-
Potenz ist, also nur dann, wenn v € Q(«a).

Ist a/Q transzendent, so ist > —a irreduzibel iiber Q(«), also der Winkel nicht
drittelbar. Aber auch im Allgemeinen fiir &/Q algebraisch nicht drittelbar:
a = cos(®) + isin(®), also Va = cos (%) + isin(%)

Aquivalent ist also die Konstruktion von cos (%) aus Q(cos(®)):

(cosn + isin B)> ~» cos(3B) = 4 cos’(B) — 3 cos(pB).

Schreibe ¢ := cos(®), dann ist cos (%) eine Nullstelle von 4> — 3t — ¢ = 0.
Substitution u = 2t = u® — 3u —2c = 0.

Diese Gleichung ist tiber a(c) im Allgemeinen irreduzibel, z.B. © = 120° = &
cos(©) = —3

u? = 3u+1 =0 iber Q.

2. Unldsbar, da +* — 2 = 0 irreduzibel iiber Q, also [Q(\sﬁ) : Q] =3.

3. Konstruktion von 7 bzw. © aus Q: ist unméglich, da 7 nach Lindemann
(1882) transzendent ist.

KonNsTRUKTION 2.117 (Regelmafliges n-Eck).

Fiir welche n ist dieses konstruierbar?

Spezialfall n = p eine Primzahl: sei = (, = ¢*™/7.

[Q(0) : Q] = p — 1. Ist also p nicht von der Form p = 2" + 1, so ist das regelmafiige
p-Eck nicht konstruierbar.

Regelmafliges 5-Eck:

e Gerade durch £
o Kreis um é durch i Gerade zwischen 1 und é

e Kreis um 1 durch Schnittpunkt schneidet Einheitskreis in ; C ist primitive
10-te Einheitswurzel.



3. Gruppentheorie

a. Grundbegriffe: Untergruppen, Normalteiler, Automorphismen,
Zentrum

Gruppe G = (G, -), mit neutralem Element e.
ex=x=xe ¥YxeG.

BEISPIELE:

(1) Matrixgruppen GL,(K) (K ein Kérper) und ihre Untergruppen;

(2) Permutationsgruppen: die symmetrische Gruppe S, aller Bijektionen {1, ...,n} —
{1,...,n} und ihre Untergruppen.

3.1.

Zu jeder Untergruppe H < G bilden wir die Nebenklassenmengen G/H = {gH :
g € G},wobeigH :={gh:h € Hlund H\G = {Hg : g € I'}, wobei Hg := {hg : h € H}.
Beide sind gleichmichtig: G/H — H\ G, xH — Hx! ist eine Bijektion. Man nennt
[G:H]:=|G/H| =|H\ G| den Index von H in G.

Insbesondere [G : {e}] = |G]|.

LEmMmA 3.2.
Seien K < H < G Untergruppen. Dann gilt [G : K] =[G : H] - [H : K].

BEwEIs:
Sei (x;)ic; ein Vertretersystem fiir G/H, d.h. es sei G = | J x;H und x;H N x;H = 0 fiir
iel
allei # j.
Sei (y;)je; ein Vertretersystem fiir H/K, also H = |J y;K und y;K N K = 0 fiir alle
Jel
j#k
Also |I| =[G : H],|]| = [H : K]. Dann ist (x;;)( jeixj €in Vertretersystem fiir G/K:
VeeGaA(,j)gK=xyK,denn dielgH=xH,etwag=xhmitheH; dj€]
h=yK. = g=xyK.
O

BeEMERKUNG: Dieses Lemma hatten wir im Spezialfall K = {¢} schon gesehen:
|Gl = [H| - [G : H] (Satz von Lagrange).
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3.3.
Die Untergruppe H < G heifdt ein Normalteiler von G, in Zeichen H < G, wenn
gilt ¥ g€ GVY heHgilt ghg™' € H oder dquivalent: ¥ g€ G ¢H = Hg.

Ist H 4G, so wird die Menge G/H = H \ G zu einer Gruppe durch (g:1H) - (g-H) :=
(8182)H.

Die Abbildung n : G — G/H, n(g) = gH ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus. Homomorphiesatz:

Ist  : G = G; ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, so ist ker(¢) <G, und
@ : G1/ ker(p) == Gy, g - ker(p) = ¢(g) ist ein Isomorphismus.

KoroLLAr 3.4.

Sei N < G. Die Untergruppen von G/N sind genau die H/N, wobei H < G mit N < H
ist. Dabei gilt:

H/N < G/N & H < G, und dann ist

(G/N)/(H/N) = G/H.

BEWwEIs:

Die erste Aussage ist klar.

Normalitdt: sei N < H < G.

H/N<G/N& Y ¢€GVY heH:(¢gN)-(hN)-(gN)™ = (¢hg™')N € H/N & ghg™' € H.
Also H/N < G/N © H <G.

Fiir die letzte Aussage sei H <G, N < H.

Betrachte den Homomorphismus G/N — G/H, gN + gH. Dieser ist surjektiv und
hat den Kern {gN € G/N: gH =eH = H} = {gN € G/N : g € H} = H/N.

Aus dem Homomorphiesatz folgt: G/H = (G/N)/(H/N).

Sarz 3.5.
SeiH < G,N<G.

(a) HN = NH(:= {hn : h € H,n € N}) ist eine Untergruppe von G;
(b) HNN < H, und H/(H N N) = (HN)/N;

(c) H{G=HNJG HNNJG.

Beweis:
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(a) HN £ 0. (hn) - (') = Wi -(W)"'uk’ n’ € HN.
— —
eH eN

~—_————

eN
() =n""h=h'-hn'h™! € HN.
——
eN

(b) Seine HNN,he H=hnh' € HNN.
= H N N < H. Betrachte den Homomorphismus H — (HN)/N, h — hN €
(HN)/N. Dieser ist surjektiv: (hn)N = hN und hat als Kern genau {h € H :
hIN=eN=N}={heH:heN}=HnNN.
Aus dem Homomorphiesatz folgt die H/H N N = (HN)/N.

(c) Seien H 4 G,N <G.
Produkt: g(HN) = (gH)N = (Hg)N = H(gN) = HNg = HN < G.
Durchschnit:t xe HNN, g€ G=gxg' e HNN=>HNN <G.

BEispPiEL 3.6.

Sind H;, H, < G nicht normal, so gilt im Allgemeinen H,H, # H,H;, ist also im
Allgemeinen keine Untergruppe.

Beispiel: G = S3, Hy = {(12)), H, = {(13)).

LEmma 3.7.
Ist G eine Gruppe, H < G mit [G: H] =2, s0ist H < G.

BEWEIS:
Ubungsaufgabe auf Blatt 9.

LeEmma 3.8.
Ist G eine Gruppe mit x> = e ¥ x € G, so ist G abelsch.

BeweEis:

xyxy = (xy)* = e = x*y* = xxyy.
Kiirzen = yx = xy.

BEMERKUNG 3.9.
< ist im Allgemeinen nicht transitiv: aus H < N und N < G folgt im Allgemeinen



a Grundbegritfe: Untergruppen, Normalteiler, Automorphismen, Zentrum 79

nicht H < G.
ab

Beispiel:G::{(O 1) abeIRaiO} GL>(R), N := {((1) Zi):be]R}glG.

- 1 ac
N = R ist abelsch. E51st(0 1) ( ) ( ) :(O 1 )

N hat viele Untergruppen {e} # Hd # N, z.B. H = {( (1) 117 ) :be Z}. Diese sind

alle nicht normal in G.

3.10.
Sei G eine Gruppe, X C G eine Teilmenge. Dann bezeichnet (X) := (| H die

von X erzeugte Untergruppe von G.
Speziell: ist X = {x1,...,x,}, so schreibt man (x, ..., x,) := (X).

Sei X = {x1,...,%,}. Dann besteht (xy,...,x,) aus allen ,Wérter” in x7', ..., x3!
also allen endlichen Produkten xfllej e xf:, e,€Z,vr>0,i,€l{l,...,n}.
Die Gruppe G heif3t zyklisch, wenn 3 g € G mit G = (g).

Wir schreiben in Zukunft C,, := {z € C* : 2" = 1} fiir ,,die” zyklische Gruppe von
Ordnung n, multiplikativ geschrieben (C, = Z/n).

3.11.
Die Menge Aut(G) aller Automorphismen von G ist eine Gruppe unter Komposi-

tion. (¢ o )(g) = p(¥(g)).

Fiir jedes g € Gistint, : G — G, inty(x) := gxg™! ein Automorphismus von G:
int,(xy) = gxy)g™" = gxg™" - gy~ = inty(x)int,(y).

intg_l oint, = id = int, o 1nt§_1 Allgemeiner gilt:
(int, o inty)(x) = (hxh (gh)x(gh)~ 1= intg,.

Wir haben also gezeigt:

Sarz 3.12.
Die Abbildung G — Aut(G), g = intg, ist ein Gruppenhomomorphismus.

DerINITION 3.13.
Automorphismen der Formint, : x - gxg™' (mit ¢ € G) von G heiflen die inneren
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Automorphismen von G. Man nennt int, auch die Konjugation mit g.

Zwei Elemente x,y € G (oder: zwei Untergruppen H, K < G) heiflen zueinander
konjugiert, wenn es ein ¢ € G gibt mit y = gxg~! (bzw. K = gHg™).

DerINITION 3.14.

Der Kern des Homomorphismus int : G — Aut(G) ist Z(G) == {g€ G: VY x €
G gx = xgl}.

Man nennt Z(G) das Zentrum von G.

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE 3.15.

1. Z(G) ist ein abelscher Normalteiler von G.
Dasselbe gilt fiir jede Untergruppe von Z(G).

2. Ist G abelsch, so ist die Identitdt der einzige innere Automorphismus und
Z(G) =G.
Jedes Element ist zu sich selbst konjugiert.

3. Die Automorphismen der zyklischen Gruppen haben wir schon bestimmt:
Aut(Z) = {zid}; Aut(C,) = (Z/n)" (siehe Aufgabe 17).
(Cp = (z); k€ (Z[n) ~> i : 2" > ZF)

4. Sei K ein Korper, betrachte GL,(K).
Es ist Z(GL,(K)) = K*I = {cI : ¢ € K*} (siehe LA I, Blatt 5; Idee: sei S € Z,
vergleiche i # j S(I + E;;) und (I + E;)S).
Zwei Matrizen S, T € GL,(K) sind genau dann zueinander konjugiert, wenn
sie dhnlich sind, also S ~ T: [ A U € GL,(K) T = USU™'].

5. Die Konjugiertheit von Elementen in G ist eine Aquivalenzrelation. Man
nennt daher die Menge {gx~'g : ¢ € G} (der zu x konjugierten Elemente) die
Konjugationsklassen von x € G.
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b. Direkte und semidirekte Produkte

3.16 (Direkte Produkte von Gruppen).

Seien Gy, ..., G, Gruppen. Dannist G; X ... X G, gemaf (x1,...,x,) - (Y1,...,Yn) ==
(x1y2, ..., X,yy) fir x;,y; € Giund i = 1,...,n selbst eine Gruppe, genannt das
direkte Produkt von G;, ..., G,. Neutrales Element ist (¢, .. ., €). Die Abbildungen
G X...X G, = Gy, mi(xy,...,x,) =x; firi=1,...,n sind Homomorphismen.

Interne Charakterisierung;:

Ist G eine Gruppe und sind Gy, ..., G, < G Untergruppen, so nennt man G das
(interne) direkte Produkt von Gy, ..., G,, wenn die Abbildung G; X...X G, — G,
(81,---,8n) 7 &1+ ... & ein Gruppenisomorphismus ist. Man schreibt dann ein-
fachG = G; X ... X G,,.

Hier die Charakterisierung fiir n = 2:

Sarz 3.17.
Sei G eine Gruppe, seien H,K < G. Genau dann ist G das interne direkte Produkt von H
und K, wenn gelten:

(1) HJG,K<G;
(2) HK = G;
(3) HNK = {e).

BeweEis:

“

,=" ist klar:ist ¢ : H X K — G, (h,k) — hk ein Isomorphismus, so identifizieren
sich H bzw. K mit H X {e} bzw. {¢} X Kin H - K.

<" Gelte (1)-(3). Fiirh € H, k € Kist (hkh™ )k = hkh 'k = h(kh'k™') e HNK =
N—— N———
eK eH

{e} = hk = kh.
Damit ist die Abbildung ¢ ein Homomorphismus:
P((h1, k1) - (h2, k2)) = @(hiho, kiko) = hihokiky = hikihoks = @(hy, ki) - p(ho, k2).
@ ist surjektiv wegen (2). ¢ ist auch injektiv: ist (1, k) € ker(p) 2hk=e=k=h"' €
HNK={e} = (hk)=(ee).
O
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BE1spPIELE 3.18.

1 Sie G eine endliche Gruppe, seien H, K < G mit |G| = |H| - |[K| und H N K = {e}.
Dannist G = HxK. Beachte: ist ggT(|H|, |K|) = 1,soist HNK = {e} automatisch
erfullt!

2 Sei G = GL,(R), sei Z = Z(G) = R" - I. Ist n ungerade, so ist GL,(R) =
SL,(R) x Z = SL,(R) x R".

LeMMA uND DEFINITION 3.19.
Sei N < G, sei H < G. Es sind dquivalent:

(i) NH=Gund NN H = {e};
(ii) der Homomorphismus H — G/N, h — hN, ist bijektiv;
(iii) die Abbildung N X H — G, (n,h) = n - h, ist bijektiv.

Sind diese erfiillt, so heifit H ein Komplement von N in G.

BEWEISs:
(i) & (ii) klar!
In (iii) ist Surjektivitdt gerade dquivalent zu NH = G, die Injektivititzu NNH = {e}:
nh=n'h & h(h) ™ =ntn'.
~——

—_——
eH €N

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE 3.20.

1. Jedes Komplement H von N in G ist zu G/N isomorph.

2. Ist G = Gy X Gy ein direktes Produkt, so ist G; ein Komplement von G, und
umgekehrt.

3. Ist|G| < cound N 4G, H < G, soist zu (i) - (iii) auch dquivalent:
(tv)  INNH|=1und|N|-|H| =G|

4. Der Normalteiler A, von S, hat ein Komplement, ndmlich z.B. H = (t) fiir
jede Transposition 7.

5. Sei G = {(g 2):a,b,ce][<,ac;t0} < GLy(K), N := {((1) Ii):belK},

a

0 :a,c € K*} ein Komplement von N in G.

N < G. Dannist H := {
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6. In der Regel gibt es zu N < G kein Komplement H in G. Denn G braucht gar
keine zu G/N isomorphe Untergruppe zu haben. Beispiel:
G =27Z,N < Gmit N # {0},# G. Dann hat N kein Komplement in G. Denn
G/N ist endlich zyklisch, |G/N| > 1.

BEMERKUNG 3.21.
Sei H ein Komplement von N in G. Ubertrage die Multiplikation der Gruppe G
via (iii) nach N x H:
g=n-h ¢ =l mitn,n’ € N h, i e H= g¢ =nh-w'h’ = (n-hn'h™)-( bl ). (*)

—_— ——

eN €H

Fiir h € H schreibe a;, := (int;)|y € Aut(N), also ay(x) = hxh™! fiir x € N. Damit
wird (*) zunh - n'h’ = (n - a,(n’)) - (hi').
Wir haben also G rekonstruiert aus N, H und aus a : H —» Aut(N),h — ay,
(Beachte: a ist ein Gruppenhomomorphismus)
Dies ist die Idee des semidirekten Produkts:

3.22 (Semidirektes Produkt).

Seien N, H Gruppen, sei a : H — Aut(N) ein Homomorphismus. Das semidirekte
Produkt N =, H von N mit H via a ist wie folgt definiert:

als Mengeist N>, H := NxH, die Multiplikationist (11, 11)-(n2, h2) := (11 - an,(n2), hihy).
Dann ist G := N », H eine Gruppe (nachrechnen!) mit neutralem Element (e, ¢)
und Inversen (n,h)™" = (a;'(n)™,h™"). InGist N = Nx {e} IG, H = {e} xH < G,
und dabei ist {e} X H ein Komplement von N X {e} in G. Es gilt (n,h) = (n,e) - (¢, h).

KoRroLLAR 3.23.
Sei G eine Gruppe, N < G und H < G ein Komplement von N in G. Dann gibt es einen
natiirlichen Isomorphismus
N =, H — G,(n,h) —» nh
wobei a : H — Aut(N) gegeben ist durch ay, = (inty)|n.

Arso: Ein Normalteiler N von G hat genau dann ein Komplement in G, wenn G
zu einem semidirekten Produkt N = H isomorph ist.

BEMERKUNGEN UND BEISPIELE 3.24.

1. Notation: statt N =, H schreibt man hdufig N ><H, wenn a nicht wichtig, oder
klar ist.
Das Dreieck in > deutet an, dass N die Rolle des Normalteilers spielt.
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2. Ist a trivial, also «, = idy fiir alle h € H, so ist N =, H = N X H, das direkte

Produkt.

. 5, = A, =2 C, (in vielen Weisen, siehe oben).

. Sei K ein Korper, sei GA,(K) die Gruppe der Affinititen von K", also aller

Abbildungen f = fa, : K" = K", f(x) = Ax + u mit A € GL,(K) und u € K".

1 0 ... 0 1 ‘ 0O ... 0 1
. U1 Uuq X1
Es ist GA,(K) = : A < GLy1(K), : A | T
U, Uy Xn
1
fA,u(x)

Esist G := GA,(K) = K" %, GL,(K), wie folgt:
seiT := {fi, : u € K"} der Normalteiler aller Translationenin G; H := {fa, : A € GL,(K)}
die Untergruppe aller linearen Abbildungen in G.
Dann ist H ein Komplement von T in G, denn jedes f € G zerlegt sich ein-
deutig f =tohmitt € T,h € H. Dabei ist o wie folgt: fiir A € GL,(K), u € K"
istay(t) = fapo © fiu © far, x> AAT X+ u) = x + (Au).
—_— —— ——
=:heH =:teT eH
Also ist a die nattirliche Operation von GL,(K) auf K".
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c. Operation von Gruppen auf Mengen

DeEeFINITION 3.25.
Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Operation von G auf M (von links)
ist eine Abbildung G XM — M, (g, x) = g - x = gx mit folgenden Eigenschaften:

1) e-x=xVxeM;
2) g-th-x)=(gh)-xV gheGVYxeM.

Eine G-Menge ist eine Menge M zusammen mit einer Operation von G auf M.
Eine Abbildung f : M; — M, von G-Mengen heifit eine G-Abbildung, wenn gilt

fig-x)=g-f(x) VgeG, VxeM,

Ist f bijektiv, so ist auch f~! eine G-Abbildung und man nennt f einen Isomor-
phismus der G-Mengen M; und M,.

DEFINITION UND Satz 3.26.
Sei M eine G-Menge, sei x € M.

(a) Gy := Stabg(x) := {g € G : g-x = x} ist eine Untergruppe von G, genannt die
Standgruppe (oder: Stabilisator) von x.

(b) Die Menge Gx := {gx : g € G} heifst die Bahn (oder der Orbit) von x unter G. Die
Abbildung G/Gy — Gx, gGy = g - x ist eine (wohldefinierte) Bijektion.

(¢) Fiir ¢ € Gist Stab(gx) = g - Stab(x) - g™

BEWwEIs:
(a) Klar: g,h € G, = (¢gh™)x = (gh™')(hx) = gx = x.
b) ¢-x=h-xe®lgx=xohlgeG, &G, =hG,.
() h-(¢gx) =gx & ¢ 'hg-x =x & ¢"'hg € Stab(x) © h € g - Stab(x) - ¢

KoroLrLAR 3.27.
Ist G endlich, so gilt |Gx| = [G : G,]; also |G| = |Gx]| - |G|
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LEmma 3.28.
Sei M eine G-Menge, seien x,y € M. Dann gilt: Gx = Gy oder Gx N Gy = 0.

BeweEis: O

BEMERKUNG 3.29.

Jede Operation von G auf M definiert einen Homomorphismus ¢ : G — Sym(M),
g ((pg M — Mx - gx). (g ist eine Bijektion, denn ¢4 ist die Umkehrabbil-
dung.

Qg0 Qp = Pgn - g(hx) = (gh)x.

Umgekehrt gibt jeder Homomorphismus ¢ : G — Sym(M) eine Operation von G
auf M.

Dabeiist ker(p) ={geG: VxeMg-x=x} = () G

xeM

DeriNITION 3.30.

Man nennt K := ker(p) = {g € G : g+ x = x} den Kern der Operation von G auf
M.

Man nennt die Operation treu, wenn Ky, = {e} ist, also wenn gilt: ¥V e # g €
GdxeMg-x+x.

In jedem Fall operiert die Faktorgruppe G/Ky auf M durch g-x = g - x, und diese
Operation ist treu.

BEeisprieLE 3.31.

1. Die symmetrische Gruppe S, operiert auf {1,...,n} : (0,i) = o(i). Die Stand-
gruppen Stabg, (i) = S,-1.
Allgemeiner: Y Mengen M operiert Sym(M) auf M.

2. Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Translation:
GXG—>G, (g %)~ gx.
Ist |G| = n < o0, so erhalten wir einen injektiven Homomorphismus ¢ : G —
Sym(G) = S, (die Operation ist treu und hat sogar triviale Standgruppen).

Sarz 3.32 (von Cayley).
Jede Gruppe der Ordnung n < oo ist zu einer Untergruppe von S, isomorph.

BEisrieL 3.33.
Ist H < G, so operiert insbesondere H auf G durch Translation: HXG — G, (h, x)
hx.
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Die Bahnen sind genau die Nebenklassen Hx (x € G).

3.34.
Es existiert eine zweite (wichtigere) Operation von G aus sich, durch Konjugation:

GxXG—G,(g,x)— gxg!

Die Bahnen sind genau die Konjugationsklassen der Elemente von G. Insbeson-
dere ist G die disjunkte Vereinigung seiner Konjugationsklassen.

Standgruppen?

Fiir x € G ist Stab(x) = {g € G : gxg™! = x} = {g: ¢x = xg} =: C(x), der Zentralisa-
tor von x in G.

Cq(x) ist die grofite Untergruppe von G, in deren Zentrum x liegt.

LeEmma 3.35.
Die Anzahl der Konjugierten von x ist [G : Cg(x)].

BEWEIS:
Anwendung von 3.27:
[{Konjugierte von x}| = |Bahn(x)| = [G : Stab(x)] = [G : Cg(x)].

3.36.

Sei Subg(x) die Menge aller Untergruppen von G. Dann operiert G auf Subg(G)
durch Konjugation: (¢, H) — gHg . Die Standgruppe von H < Gist {g € G :
¢Hg™' = H} = {g € G: gH = Hg} = Ng(H) der Normalisator von H in G: dies ist
die grofite Untergruppe von G, in der H normal ist.

LemmMma 3.37.
Die Anzahl der zu H < G konjugierten Untergruppen von G ist [G : Ng(H)].

BEMERKUNG 3.38.
Eine Rechts-Operation der Gruppe G auf der Menge M ist eine Abbildung M x
G—M(x,g) — x-g mit

(1) x-e=x,

(2) (x-g)-h=x-(gh) VxeM, Vg heG.
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Alles iiber Links-Operationen Gesagte gilt analog fiir Rechts-Operationen. Man
kann jede Rechts-Operation in eine Links-Operation verwandeln:

ist (x, g) > xg eine Operation von rechts, so ist (g, x) > xg~! eine Operation von
links (gleiche Bahnen, Standgruppen, ...)

DEerINITION 3.39 (transitiv).

Eine Operation von G auf M heifst transitiv, wenn M # @ und gilt V¥V x,y € M :
dgeGy=g-x

Oder dquivalent: wenn es nur eine G-Bahn gibt (und M # 0 ist).

BEMERKUNG 3.40.

(1) Ist M eine transitive G-Menge, so sind alle Standgruppen G, fiir x € M
zueinander konjugiert, also isomorph, nach 3.26 (c).

(2) Beispiel einer transitiven Operation: sei G eine Gruppe, H < G eine Unter-
gruppe, sei M := G/H = {gH : g € G}. Auf M operiert G durch G X (G/H) —
G/H, (g,xH) — (g¢x)H transitiv: (yx')xH = yH.

Standgruppen?
Stab(eH) = {ge€ G:g-e-H =eH} = H.

Sarz 3.41.

(a) Sei M eine transitive G-Menge. Sei x € M. Dann ist die Abbildung ¢ : G/G, — M,
Gy = g - x ein Isomorphismus der G-Mengen.

(b) Seien H,K < G. Dann gilt:
G/H = G/K (als G-Mengen) & 3 g€ Gmit K= gHg™".

BeEweEls:

(a) bijektiv wissen wir schon (3.26).
Es ist eine G-Abbildung (ag)x = p(a- gGy) = a - p(gGy) = a(gx) Va,g€G.

(b) Sind M, N isomorphe transitive G-Mengen, so sind ihre Standgruppen die-
selbe Konjugationsklasse.
Das zeigt ,,=".
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,&" IstK = gHg™, so gibt es in G/H einen Punkt x mit Standgruppe K, ndmlich
x = gH. Also ist nach (a) G/H = G/G, = G/K.

Fazir 3.42.

Bis auf Isomorphie sind die transitiven G-Mengen also genau die G/H mit der
Standardoperation (fiir H < G). Dabei entsprechen die Isomorphieklassen solcher
G-Mengen gerade den Konjugationsklassen der Untergruppen von G.

Andererseits ist jede G-Menge eine disjunkte Vereinigung von transitiven G-
Mengen, ndmlich von ihren Bahnen.

BEISPIELE 3.43.

1 Die Gruppe GL,(K) operiert auf K" (= Vektorraum der Spaltenvektoren)
durch (g, x) — gx.
Es gibt genau 2 Bahnen, namlich {0} und K" \ {0}. Die Operation auf K" \ {0}
ist also transitiv und treu.
Die Standgruppen sind isomorph zur affinen Gruppe AG,(K) (Gruppe aller
1

0
Abbildungen x + Ax + u); das sieht man fiir x = ¢; =

2 Der n-dimensionale projektive Raum IP"(KK) ist definiert als die Menge der
1-dimensionalen Untervektorrdume von K"*': fiir 0 # x € K™! schreibe
K, =: [x], dann gilt also: [x] = [y] & I A € K' mit y = Ax, Pn(K) = {[x] : 0 #
x € K1),

Die Operation von GL,;1(K) auf K"*! induziert ein Operation auf P(K) durch
g, [x]) = [gx]. Der Kern dieser Operation ist Z := {Al : A € K} < GL,1(K) (es
ist auch Z = Z(GL, + 1(K))).

Die Faktorgruppe PGL,+1(K) = GL,.1(K)/Z operiert also treu auf P"(K)
durch (¢Z, [x]) — [gx].

3 Betrachte den Fall n = 1 nédher:
die projektive Gerade IP'(K) kann man mit K U {co} identifizieren:
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(5] sous--

Bijektion P!(KK) — K U {co}, [( ; )] - 5

Unter dieser Identifikation operiert GL,(K) auf PY(K) = K U {co} durch

(( i Z ),x) — %,xGKU{oo} (mit 5 := ).

DEeFINITION 3.44.
Sei M eine G-Menge. Dann heist M® := {x e M: Y ¢€G g-x=x} ={xe M: G, =
G} die Menge der G-Fixpunkte in M.

3.45.
Sei M eine endliche G-Menge, seien M; = Gx; fiir i = 1,...,r die verschiedenen
Bahnen.

Dannist M = U M; (disjunkte Vereinigung) = |M| = [M|+...+|M,| = Z [G: Gyl

i=1 i=1
Diese Identitdt heifit die Bahnengleichung der Operation. Sie hat wichtige An-
wendungen:

DEFINITION 3.46.
Eine endliche Gruppe G heifit eine p-Gruppe (p sei eine Primzahl), wenn |G| eine
Potenz von p ist.

Sarz 3.47.
Sei G eine p-Gruppe und M eine endliche G-Menge.
Dann ist IM®| = M| mod p.

Insbesondere: ist M| nicht durch p teilbar, so ist MC # 0.

BEWEIS:
Seien M, ..., M, die verschiedenen Bahnen. Die |M;| sind Teiler von |G| = p", also

IM;| = p" mit 0 < n; < n. Lies die Bahnengleichung [M| = }] |[M;| modulo (p) =
i=1
IM| = IM®| mod p.
O

3.48.
Wichtiger Spezialfall der Bahnengleichung;:
G operiere auf sich durch Konjugation, d.h. GXG — G, (g, x) = gxg~'. Die Bahnen
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sind die Konjugationsklassen in G. Sei |G| < oo, seien Cy, ..., C, die Konjugations-
klassen in G. Die Gleichung |G| = Z |Ci| heifst die Klassengleichung von G.
Die Fixpunkte der Operation sind ¢ genau die Elemente in Z(G). Es folgt:

KoORoOLLAR 3.49.
Ist G # {e} eine p-Gruppe, so ist Z(G) # {e}.

BeEwEls:
|Z(G)| = |G| =0 mod p nach 3.47.

LisTE VON GRUPPEN KLEINER ORDNUNG:

LEmma 3.50.
Ist |G| = p prim, so ist G zyklisch: G = C,.
Denn:seie + g€ G, dann |[{g)|||IG|=p = (3) = G.

KoroLLAR 3.51.
Ist |G| = p* mit p prim, so ist G abelsch, also G = C,2 oder G = C, x C,,.

BEWEIS:
Nach 3.49 ist |Z(G)| # 1. Angenommen, |Z(G)| = p = |G/Z(G)| = p. Also ist G/Z(G)
zyklisch nach 3.50.
Nach Aufgabe 33 folgt G ist abelsch.
(G/Z(G) zyklisch = G abelsch: nach Voraussetzung 3 ¢ € G mit ¢/Z = {gZ). D.h.
jedes x € G schreibt sich x = g"zmitn € Z, z € Z. Je zwei solche Elemente kommutieren:
X' =g"-z = xx’ =x'x.)

O

Sarz 3.52.
Jede Gruppe von Ordnung 6 ist zyklisch oder zu Ss isomorph.

BEWwEIs:

Sei G nicht zyklisch, also auch nicht abelsch. Es gibt ein ¢ € G mit ord(g) =
(Denn aus ¢* = e ¥ g € G folgt nach Lemma 3.8: G ist abelsch)

Sei h € G mit ord(h) = 3, sei H = (h). Dannist [G : H] =2 = H < G (nach 3.7).
Sei g € G\ H. Behaupte: ord(g) = 2 (denn 2 | ord(g) wegen ordg;u(gH) = 2)
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Also ist (g) ein Komplement von H in G, d.h. G = H x, (g) = C; <, C; mit einem
a <g> — Aut(H) = Aut(C3) = C,.
a ist nicht trivial, denn sonst wére G abelsch. Also ist a der Isomorphismus. Also
ist G = 53.

O

BEMERKUNG 3.53.
Gruppen kleiner Ordnung;:

Cg, Cy X Cy,Cy X Cy X Cp und weitere (?)
Cg, C3 X C3

O 00NN Uk WN R~
@
a1

BEISPIEL 3.54.
Beispiel einer Gruppe von Ordnung 8:

i 0 0 1
/0

o =i lo={ 4 o ) € GLy,(C) (i = V-1).
Die Quaternionengruppe Q ist Q := (u,v) < GLy(C).

[0 i (0 —=i)__
w=uv=|( . o o=\ _ o |=-w
2

Auflerdem haben u,v,w die Ordnung 4; u> = -1 = v* = w? Also ist Q =
{£], +u, +v, +w}.
Also ist Q nichtabelsch, |Q| = 8.

Betrachte die Matrizen u := (

(u)
Die Untergruppen von Q sind: {I} — —{-I} = Z(Q) — =< (v) ; —-Q.
()

Beachte: alle Untergruppen von Q sind Normalteiler, obwohl Q nicht abelsch ist!
Klassengleichung von Q:
IQl=8=1+1+2+2+ 2. (Die Konjugationsklasse ¢ Z(Q) sind {+u}, {+v}, {xw}.)

BEisrieL 3.55.
Sein > 3.Sei C = ¥/ € C,sei P :={1,(,(%...,("'} c C (Eckpunkte des regel-
mafligen n-Ecks).
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Sei D, die Gruppe aller Bewegungen des R?, die P in sich iiberfiihren. Alle Ele-
mente von D, lassen den Nullpunkt fest, sind also linear, d.h. in O(2). Also ist
D, =1{f€0@2): f(P) = P}.

Sei D} := D, N SO(2). Die Gruppe D;, der Drehungen in D, ist zyklisch, erzeugt
von der Drehung ¢ um 2,

Die Elemente in D, \ D} sind die Spiegelungen an Ursprungsgeraden, die durch
einen Eckpunkt und/oder einen Seitenmittelpunkt gehen: n Stiick.

Esist |D,| = 2n.

DEFINITION 3.56.
Die so definierte Gruppe D, heifst die Diedergruppe (der Ordnung 2n).

3.57.

Die Operation von D, auf der Menge P der Eckpunkte ist transitiv und treu.

Das bedeutet (wegen |P| = n): wir haben einen injektiven Homomorphismus
D, — S, (nummeriere die Eckpunkte als 1, ..., n).
Tl:3:|D3|:G:|53|:>D3ESg.

n > 4: D, ist eine echte Untergruppe von S,,.

Die Untergruppe D;; = D, N SO(2) ist normal in D,,, [D,, : D;;] = 2. Alle Elemente
in D, \ D; haben als Spiegelungen die Ordnung 2.

Sei 7 eine dieser Spiegelungen, sei (o) = D;;. Es ist also D, = (o) < (7).

Wie operiert 7 auf (0)? Fiir alle k € Z ist to* ebenfalls eine Spiegelung, also ist
e = (t6")? = to*to* = o7 F = 1o*r = 10"t Vke Z.

Damit ist die Struktur von D,, vollig aufgedeckt:

D, = {0, 7y mit¢" = 72 = (07)* =e.

Die Elemente von D,, sind also genau die folgenden:
ok, o*t firk=0,...,n—1.

ok - olt = ot of Tolt = okl

~——

-

BEMERKUNG 3.58.
Konjugationsklassen in D,,?

1. Drehungen: zueinander konjugierte Drehungen miissen bis auf das Vorzei-
chen denselben Drehwinkel haben. Umgekehrt sind die Drehungen um +a
auch zueinander konjugiert (67 = to*t71).

2. Spiegelungen:
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e 1 gerade: zwei Typen von Spiegelachsen = 2 Konjugationsklassen

e 1 ungerade: nur ein Typ = 1 Konjugationsklasse.

BEMERKUNG 3.59.

Die Gruppen D, und Q sind beide nichtabelsch von Ordnung 8, sie sind aber nicht
isomorph.

Zum Beispiel gibt es in Q nur ein Element von Ordnung 2, in D, aber fiinf solche
Elemente.

Sarz 3.60.
Bis auf Isomorphie gibt es genau fiinf Gruppen der Ordnung 8: Cs, C4 X Cp, Ca X C X Cy
und Q und Dy.

BEwEIs:

Sei |G| = 8, G nicht abelsch. Es gibt ein g € G mit ord(g) = 4. Also (g) < G.
Seih € Gmith ¢ (g), also G = (g, h). Esist hgh™! # ¢ (sonst wire G abelsch).
Alsoist hgh™' = ¢! Ist ord(h) = 2, so ist G = D,. Ist ord(h) = 4, so ist G = Q.
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d. Permutationen

ERINNERUNG 3.61.
S, symmetrische Gruppe auf {1, ...,n}, |S,| = n!.
r-Zykel: (i1iy...1,), i1,. .., i, paarweise verschieden in {1, ..., n}.

Jedes o € S, hat im Wesentlichen eine eindeutige Darstellung o = 01 o ... o 0; mit
o; ein r;-Zykel, 0; paarweise disjunkt.
Disjunkte Zykel kommutieren! Sortieren wir die oy,...,0;s0,dassr1 > 1, > ...1;

ist (r; = Lange des Zykels 0;) und ist k = |Fix(0)|, soistr1 + ...+ +1+...+1=n.
—

k—mal
Also ist (ry,...,1,1,...,1) =: typ(o) eine Partition von n. Wir nennen typ(c) den

Typ vono.

BEeispiEL:
n=6,0 = (143)(56) hat Typ (3,2,1).

Ist 0 ein r-Zykel, so ist ord(c) = r. Allgemeiner: ist 0 = 07 o ... o ¢; mit disjunkten
Zykeln o; von Lange r; firi = 1,...,t, so gilt:

LEMMA 3.62.
ord(o) = kgV(r1,...,11).

BEWEIS:
of=ided=idVi=1,...,t
= Behauptung.

BEMERKUNG 3.63.

Rechnen mit Zykeln ist sehr bequem:

Invertieren: (i ...1,) = (i,i,—1...11)

Konjugation: 0 o ((i1...3,) o (j1...Js)) 007t = (a(i1) ... (i) © (0(j1) - - - 9(Js))-

Anwendung: Konjugierte Permutationen haben denselben Typ.
Umkehrung gilt auch: haben p, o denselben Typ, so gibtes 7 € S, mito = tpt™":

BEISPIEL:
p = (1342)(76),0 = (4571)(23) € S;.
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% g A; 2 Z)macht dies.

W O

=T:= 1
T = 4

Sarz 3.64.
Zwei Permutationen o, T in S, sind genau dann konjugiert, wenn sie denselben Typ haben.

Insbesondere stehen die Konjugationsklassen in S, in Bijektion zu den Partitionen von n.

ERINNERUNG 3.65.

S, wird von den Transpositionen erzeugt:

0 = T1...7; mit 7; Transpositionen. Dabei ist (—1)* =: sgn(o) eindeutig bestimmt
und heifst Signum von o.

A, ={o €5, : sgn(o) = +1} ist ein Normalteiler in S, vom Index 2. Also |A,| = %n!.

Ist 0 = 01 0...00; eine Zykelzerlegung, o; ein ri-Zykel, sgn(o) = []sgn(o;) =

H(—l)ri—l — (_1)r1+---+rt—t_

Betrachte nun Permutationsgruppen kleiner Ordnung;:
S1=A;=A; =1e}, 5] =2.

3.66.
n = 3: S3: Konjugationsklassen

K o ord(o) K]
Ky | id 1 1
Ky| (12) | 2 |()=3
Ks| (123)| 3 2
3.67.

n = 4: S4: |S4| = 24 Konjugationsklassen

K o ord(o) K]
K id 1 1
K| (12) 2
K | (123) 3

Ky | (1234) 4 31=6
K| (1234 | 2 1) =3

Klassengleichung: 24 =1+3+6+6 + 8.

6

() =
4-2=8
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Aufler Sy, A4, {e} gibt es einen weiteren Normalteiler in Sy, ndmlich
Vy :={id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} = C, X C,, die Kleinsche Vierergruppe.

Aus der Klassengleichung folgt, dass es keine weiteren Normalteiler in S, gibt.
Denn jeder solche ist Vereinigung von Konjugationsklassen, also ist |N| eine Teil-
summe der Klassengleichung, in der 1 (={e}) vorkommt. Aulerdem ist |N]| ein
Teiler von |G| = |S4| = 24; wir konnen hier aber keine anderen solchen Teilsum-
men mehr finden!

Transitive Untergruppen von S4? (d.h. transitiv auf {1, 2, 3, 4}).

S4, A4, V4, auBlerdem die von einem 4-Zykel o erzeugte C4 = (o) (3 Sttick), sowie
die D4 (3 Stiick), die Normalisatoren der C4 (z.B. ist Ng,((1234)) = ((1234), (13))).
Behaupte, das sind alle transitiven Untergruppen von S,. Das Inklusionsdia-
gramm ihrer Konjugationsklassen ist (sieche Aufschrieb).

3.68.

Untersuche jetzt die Ay: |A4| = 12.

Klassengleichung? In A4 sind Kj, Kg, K5 der S4 enthalten.
In wie viele Teilklassen zerfallen diese in A;?

LEMMA 3.69.
Sei M = G/H eine transitive G-Menge, sei N < G. Dann besteht M als N-Menge aus
genau [G : NH] N-Bahnen, die alle dieselbe Linge [N : N N H] = [NH : H] haben.

BEwEIs:

Firx = gH,x’ = ¢'H € M gilt:

Nx =Nx"& NgH =Ng'H & ¢gNH = ¢'NH.

Also entsprechen die N-Bahnen in G/H genau den Elementen von G/NH.

Thre Lange ist [N : N,] = [N: NN gHg '] =[N : NN H].

BeEMERKUNG 3.70.
Die Aussage ist im Allgemeinen falsch, falls N £ G!

KoroLLAR 3.71.
Sei N < G, sei ¢ € N. Sei Kg(g) := {xgx™! : x € G} die Konjugationsklasse von g in G.
Dann zerfillt Ks(g) in genau [G : Cg(g)N] N-Konjugationsklassen derselben Linge.
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BEwEIs:
Wende Lemma 3.69 an auf die Operation von G auf G durch Konjugation: K¢(g)
ist gerade die G-Bahn von g.

O
3.72 (Zuriick zur Ay).
Fiir 0 = (1234) ist Cs,(0) = (o) = Kj; zerfillt in [S4 : (o) A4] = 2 Konjugationsklas-
——
Ay

sen K} und KI' in Ay, aus je 4 Elementen.
Dagegen bleibt K,b eine volle Konjugationsklasse in Aj.

Also hat A4 die Klassengleichung 12 =1+3 +4 + 4.
Aufier V, gibt es also keine echten Normalteiler in A,.

3.73 (Die Gruppe Ss).
|Ss| = 120. Konjugationsklassen:

K o ord(o) K]

K id 1 1

K| (12) 2 ) =10
Ko 12)34) | 2 |5-3=15
Ks | (123) 3 |2-10=20
Ks | (1234) 4 |5:6=30
Ks | (12345) 5 24

Ke | (123)45)| 6 |10-2=20

Klassengleichung: 120 = 1 + 10 + 15 + 20 + 20 + 24 + 30.

Betrachte transitive Untergruppen von Ss:
S5, As, Cs = (o) mit 0 ein 5-Zykel, D5 (6 Stiick) und GA1(IF5) = {ax+b:a,b € F5,a #
0} = Cs5 > C4 (6 Stiick). Das sind alle!

3.74.

Betrachte As, |As| = 60:

Die Klassen Kl,Kg,K3, K5 sind in As enthalten. Analog z oben stellt man fest:
Ks zerfdllt in As in zwei Konjugationsklassen aus je 12 Elementen, wahrend

K3, K; je eine volle Konjugationsklasse in As bleiben = Klassengleichung: 60 =
1+12+12+ 15+ 20.

DEeFINITION 3.75.
Eine Gruppe G heifsit einfach, wenn es aufler {e} und G keine Normalteiler von G
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gibt.

BEISPIELE:
Jede zyklische Gruppe von Primzahlordnung ist einfach.

Sarz 3.76.
Die alternierende Gruppe As ist einfach.

BEwEIs:
Direkt aus Klassengleichung! m|

Die nichtabelschen einfachen Gruppen sind schwer zu verstehen ...

THEOREM 3.77.
Die alternierende Gruppen A, sind fiir n # 4 einfache Gruppen.

BEwEIs:
Fiir n < 3ist es trivial (Primzahlordnung). Beweis fiir n > 5 durch Induktion nach
n, der Induktionsbeginn ist 3.76. Sei also n > 5.

Annahme:

1. Schritt:

2. Schritt:

esgibt N JA,, N # {e}, N # A,.

Zeige fiir alle id # 0 € N: o0 hat keinen Fixpunkt.

Angenommen, (i) = i. Dann liegt 0 in H := (A,))i = {t € A, : () = i} = Aj1.
Wegen id # 0 € NN H < H und H einfach folgt NN H = H = H < N. Damit
enthdlt N alle Stabilisatoren (A,); fiir j = 1,...,n, da diese zu H konjugiert
(in A,) sind. Diese erzeugen aber ganz A,, denn: A, wird von allen 3-Zykeln
erzeugt (Ubungsaufgabe LA I, Blatt 10) = N = A,.

Seio #id in N, sei 0(1) =: i fiir i # 1. Betrachte die Elemente p von A, mit

p(1) =1, p(i) = 1.

Dann ist (pa~'p~'o)(1) = 1, und po~'p~lo € N.

Also po~'p~lo = id wegen dem 1. Schritt = po = gp.

Aber es ist leicht, ein p mit po # op und p(1) =1, p(i) = i in A, zu finden. =

Widerspruch.
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LEmma 3.78.
A, wird von allen 3-Zykeln erzeugt.

BEwEIs:

Es geniigt, zu zeigen, dass jedes Produkt von zwei Transpositionen in S, ein
Produkt von 3-Zykeln ist.

Es gilt: (12)(23) = (123) und (12)(34) = (143)(123). Also OK.

NACHTRAG:

({id} #N <A, #A,,n=b5)

¥ is # 0 € N ist fixpunktfrei.

Seioc € N,o #id,o(1) =:1i.
dpeA,:pd)=1,p(i) =imit po # op, denn:

1. Fall o(i) = 1, dann o(1i) - 0’ mit ¢’ fixpunktfrei auf {2,...,n}\ {i}.
Wihle p so, dass p(1) = 1, p(i) = i und po” # o’p.

2.Fall o(i) =j#1:0=(1ij,...)(...).
Nimm p mit p(1) = 1, p(i) =1, p(j) # .
pop~t = (lip@)..)(...) %0

KOROLLAR 3.79.
Fiir alle n + 4 gilt:

(a) Die einzigen Normalteiler von S, sind {id}, A, S,.

(b) Fiir jede Untergruppe H < S, mit H # A, ist [S, : H] > n.

BeweEis: Fur n < 3ist das klar. Sein > 5.

1.Fall Sei N <S5, mitN #S,,N # A,, N # {id}.
Dannist NNA, <A, und NNA, # A,, also NN A, = {id} wegen A, einfach.
N — S,/A, = {#1} = IN| = 2, also N = {id, o} mit ¢ = id, und o € Z(S,).
Widerspruch wegen Z(S,,) = {id}.

2.Fall Sei H < S, mit [S, : H] = m < n, sei H # A,. Betrachte die Operation von S,
auf S,,/H (durch (o, TH) — otH).
Diese Operation ist treu: denn der Kern der Operation ist ein Normalteiler
von S,, der in H enthalten ist, ist also gleich {id} nach (a).
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Das bedeutet: S, — Sym(S,,/H) ist injektiv.
Aber Sym(S,/H) = S,, mit m = [S,, : H] < n; Widerspruch zur Injektivitit.

BEMERKUNG 3.80.
Beide Aussagen von 3.79 sind falsch fiir n = 4:
V4 < S, und Dy < Sy hat Index 3 < 4.
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e. Die Sdtze von Sylow und Anwendungen

Sei G eine endliche Gruppe. Fragen: Sei d ein Teiler von |G]|.

(a) hat G eine Untergruppe von Ordnung d?

(b) hat G sogar ein Element von Ordnung d, also eine zyklische Untergruppe?

Antwort auf (b) ist im Allgemeinen nein (z.B. d = |G|: nur fiir G zyklisch). Ant-
wort auf (a) im Allgemeinen nein: in A4 (JA4| = 12) gibt es keine Untergruppe von
Ordnung 6.

LemMma 3.81.
Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zu jedem Teiler d von |G| gibt es H < G mit |H| = d.

BEWEIS:
G = Gy X ... X G, mit zyklischen Gruppen, |G| = n;. |G| = n; - ... - n,. Schreibe
d:d1-...-d,mitd,-|ni.
Sei H; ein (die) Untergruppe von G; mit |H;| = d; ftiri = 1,...,r. Dann hat H :=
H; x...x H, die Ordnung |H| = 4.

O

Sarz 3.82.
Sei G eine p-Gruppe, |G| = p’.
(a) Zu jedem 0 < i < r gibt es ein H < G mit |[H| = p'.

(b) Fiiralle H < G,H # G, ist Ng(H) 2 H; es gibt also zu jeder echten Untergruppe
H von G ein Element, das nicht in H liegt und H normalisiert.

(c) Jede Untergruppe H < G mit [G : H] = p ist normal in G.

BeweEis:

(a) Induktion nach r, r = 1 trivial.
r—1 — r > 2. Nach 3.49 ist Z(G) # {e}. Nach 3.81 gibt es in Z(G) ein

z € Z(G) mit ord(z) = p. Fiir G/ (z) =: G; gilt |G| = p"}, also gibt es in G; eine
Untergruppe H/ (z) der Ordnung p"! (nach Induktionsannahme) = |H| = p'.
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(b) Sei H = G. Betrachte die Operation H X (G/H) — G/H, (h,xH + hxH. Was
sind die Fixpunkte=
H-xH =xH © x'Hx = H & x € Ng(H).
Aus 3.47 folgt: [Ng(H) : H] = die Anzahl der H-Fixpunkte = [G : H]
mod p.
= Ng(H) # H.

(c) Spezialfall von (b).

DEerINITION 3.83 (Sylowgruppe).

Sei G eine endliche Gruppe, sei p eine Primzahl. Eine Untergruppe S < G heifst

eine p-Sylowgruppe von G, wenn S eine p-Gruppe ist und [G : S] # 0 mod p ist.

iei S}ﬁf(c) die Menge aller p-Sylowgruppen von G, und s,(G) := [Syl(G)| ihre
nzahl.

BEMERKUNGEN 3.84.

1. Ist |G| = p'm mit p ¥ m, so sind die p-Sylowgruppen von G genau die
Untergruppen von Ordnung p” in G.
(Gl =[G : 5] -1S]).

2. Ist G abelsch, so hat G fiir jede Primzahl p | |G| genau eine p-Sylowgruppe,
ndmlich S = {x € G : ord(x) ist eine Potenz von p}.

3. G = S, hat eine 3-Sylowgruppe (A3) und drei 2-Sylowgruppen (die Trans-
positionen).

4. G = A4, |A| =12 = 2% - 3: eine 2-Sylowgruppe (Vy), vier 3-Sylowgruppen.

5. Jede zu einer p-Sylowgruppe von G konjugierte Untergruppe ist wieder eine
p-Sylowgruppe von G.

TueEOREM 3.85 (Sylowsche Sitze).
Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl.

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.
(b) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert.

(c) s,(G) =1 mod p. Insbesondere gibt es mindestens eine p-Sylowgruppe.
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KOROLLAR 3.86.
Sei |G| = p"-mmitm 0 mod p. Dann hat G fiir jedesi = 0,1, ..., r eine Untergruppe
der Ordnung p'.

BEwEis:
Klar: nimm eine p-Sylowgruppe S und wende darauf Satz 3.82 an.

BEMERKUNG:
Der Fall i = 1 heifst der Satz von Cauchy: fiir jeden Primteiler p von G gibt es in
G ein Element der Ordnung p.

KoOROLLAR 3.87.
Hat G eine normale p-Sylowgruppe (S I G), so ist diese die einzige p-Sylowgruppe (sofort
aus 3.85 (b) und Normalteiler ist die einzige zu sich selbst konjugierte Untergruppe).

KoRroOLLAR 3.88.
Sei |G| =p"-mmitm %0 mod p.
Fiir die Anzahl s, = s,(G) gilt s, =1 mod p unds, | m.

BEwEIs:

Alls p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert. Sei S eine von ihnen, dann ist
also s, = |{zu s konjugierte Untergruppen}| = [G : N(S)].

sist S < Ng(S) < G = s, teilt m (da [G : S] = m).

Bewers: (der Sylowschen Siitze 3.85)

Sei |G| = p"-m := n mit m # 0 mod p. Es ist also Syl (G) die Menge der p'-
elementigen Untergruppen von G.

Wir zeigen zunéchst Syl (G) # 0: sei X die Menge aller p"-elementigen Teilmengen
von G. Auf X operiert G durch G X X — X, (3, A) — gA.

Wir wollen die Bahnengleichung anwenden.

Behaupte: (,) = |X| =m mod p.

(L8 = (L +8)" = L+ = ¥ (7 mod p.

~—— j=0

=% (1)

Betrachte darin die Koeffizienten von #': (;) =(}) =m mod p.

Wegen |X| = m £ 0 mod p gibt es also eine Menge A € X, deren G-Bahn in X eine
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nicht durch p teilbare Lange hat. Sei G4 := {g€ G: gA = A}, dann[G: G4 =m £ 0
mod p.
Andererseits ist aber |G| < |A| = p". Daraus folgt |Gy = p":p"-m =n = |G| =

|Gal - [G : Gal.
~—— — —
<p" Teiler von m

Also ist G4 eine p-Sylowgruppe.

Sei jetzt S eine p-Sylowgruppe von G und H < G eine p-Untergruppe von G. Dann
d¢€G:H<gS¢g™'. (Damit (a) und (b) gezeigt)

Betrachte die Operation von H auf G/S: (h, gS) — hgS. Wegen [G : S] =m £ 0
mod p gibt es einen Fixpunkt: also ein ¢S mit HgS = ¢S & ¢'Hg < S.

Beweis von (c):

Sei Y := Syl (G), sei S eine p-Sylowgruppe, S operiere auf Y durch Konjugation
(s,P) > sPs™'.Seien S = Py, P, ..., Py Vertreter der verschiedenen S-Bahnen in Y.
Behaupte: die von {P; = S} verschiedenen Bahnen haben Lange = 0 mod p (oder:
S ist der einzige Fixpunkt unter der Operation). Denn: sei P # S eine andere
p-Sylowgruppe. Angenommen, S < Ng(P): dann héitte Ng(P) mindestens zwei
verschiedene p-Sylowgruppen S und P, von denen eine, P normal ist: Wider-
spruch zu Folgerung (s.o.) aus (b).

Somitists, =1 mod p.

3.89 (Gruppen der Ordnung pq).

Seien p < q zwei Primzahlen. Sei G eine Gruppe mit |G| = pg. Dann ist 5,(G) = 1
mod g und s,(G) | p = 5,(G) = 1.

Sei T die (normale) g-Sylowgruppe von G, also T = C,.

Istg#1 mod p, soistauchs,(G) =1, alsoistdann G = C, X C; = Cp,.

Seig=1 mod p, und seis,(G) = 4.5ei S € Sylp(G). DannistG=T=S(TNS = {e},
wegen [T, |S| teilerfremd).

G =C;>C,. Wasist C, = Aut(C,)?

Aut(C,) = (Z/92)" = C;-1. Da C,_; genau eine Untergruppe der Ordnung p hat,
gibt es bis auf Wechsel des Erzeugers von C, genau eine nichttriviale Operation
von C, auf C,.

Also haben wir gezeigt:
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Sarz 3.90.
Seien p < q zwei Primzahlen. Es gibt, bis auf =, hochstens zwei Gruppen der Ordnung

p4:

(1) Cpyi

(2) nur falls g = 1 mod p: die nichtabelsche Gruppe C; = C, = (x) = (y), wobei
y auf (x) durch yxy™ = x° mit einer primitiven p-Einheitswurzel mod g (d.h.
s =1#s mod q).

BEMERKUNG 3.91.

1. Sei g = kp + 1 mit k € IN. Die Gruppe (2) aus Satz 3.90 ist isomorph zur
k
Untergruppe {( % i) ) ca,v€lF,,a+ 0} von GL,(IF,).

2. Jede Gruppe der Ordnung 15, 33, 35, 51, ... ist also zyklisch.

BEISPIEL 3.92.

Eine typische Anwendung der Sylow-Sétze ist, zu zeigen, dass eine Gruppe eine
normale Sylowgruppe hat. Siehe Aufgabe 47 fiir Beispiele. Hier ist ein explizites
Beispiel:

Betrachten wir eine Gruppe G mit |G| =30=2-3-5.
Behaupte: G hat eine normale 3- oder 5- Sylowgruppe.
Sy € {1, 3,5, 15}, S3 € {1, 10}, S5 € {1, 6}

Angenommen, s3 # 1,55 #1 = s3=10 , s5=06
—— ——
von Ordnung 3 von Ordnung 5

Dies ergibt 10 - 2 = 20 Elemente der Ordnung 3 und 6 - 4 = 24 Elemente der
Ordnung 5 = |G| > 44 — Widerspruch.

3.93 (Gruppen kleiner Ordnung?).
Bis Ordnung 15 (aufSer Ordnung 12) sind oben bereits behandelt.

Sarz 3.94.

Es gibt genau fiinf Gruppen der Ordnung 12: die abelschen Gruppen Cip und Ce X Cy
und die nichtabelschen Gruppen Ay, Dg und Cs < Cy4 (dabei gibt es nur eine Weise, dieses
> 80 zu bilden, dass es kein X ist: C3 = Cy = (x) x (y) mit yxy~! = x71).
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BEwEIs:
Sei |G| = 12, G nichtabelsch.
12 =22-3: 5, € {1,3},s3 = {1,4}. Wegen G nichtabelsch ist s, > 1 oder s > 1.

1. Fall s3 = 4: G operiert auf der 4-elementigen Menge Syl,(G) durch Konjugation
(transitiv). Wegen s3 = 4 = [G : Ng(S)] fiir S € Syl,(G) ist Ng(S) = S = G
operiert treu.

Also ist G eine 12-elementige Untergruppe von S, = G = A,.

2.Fall s3 = 1,5, = 3: Sei U < G die 3-Sylowgruppe, sei V eine 2-Sylowgruppe:
UEC3,VEC40derVEC2><C2.G: U=V:
istV=C4,50ist G=C3 X Cy;ist V=Cy X Cy, 8015t G = Dsg.

Z1EL: A5 ist die kleinste nichtzyklische einfache Gruppe.

Sarz 3.95.
Seien p, q, r verschiedene Primzahlen. Jede Gruppe G von Ordnung pq oder p*q oder pqr
hat eine normale Sylowgruppe.

BEwEIs:
pq: Satz 3.90, die anderen: Aufgabe 47.

Sarz 3.96.
Es gibt keine nichtzyklische einfache Gruppe von Ordnung kleiner als 60.

BEWEIS:

Angenommen, |G| = n < 60, G einfach, nicht zyklisch.

Nach Satz 3.95 folgt: n € {24, 36,40, 48, 54, 56} Jede dieser Ordnungen ergibt einen
Widerspruch:

n =24,48:sei S € Syl,(G). Operation von G auf G/S: |G/S| = 3 ergibt einen Homo-
morphismus G — Sym(G/S) = Ss. Dieser ist nicht konstant, also injektiv wegen
G einfach. = G — S; — Widerspruch, wegen |S;| = 6.



108 3. Gruppentheorie

n = 36:analog mit S € Syl,(G): |G/S| = 4: G — S, — Widerspruch, wegen |S4| = 24.
n =40:40 = 2% -5 = s5 = 1 = normale Sylowgruppe.

n=>54:54=2-3=s=1

n =56:56 = 23.7=s; = 1 (= normal) oders; = 8.Ists; = 8,s0 gibtes 8-(7—1) = 48
Elemente der Ordnung 7 = s, = 1 (= normal).
O

THEOREM 3.97.
As ist die einzige einfache nichtzyklische Gruppe von Ordnung kleiner oder gleich 60.

BEwEIs:

Sei |G| < 60, G einfach, nicht zyklisch. = |G| = 60 (nach 3.96).

SeiH s G, [G : H] = m. Dann ergibt die Operation von G auf G/H einen injektiven
Homomorphismus G — Sym(G/H) = S,,. Also ist m > 5, und aus m = 5 folgt
[S5: G] =2 = G = As. Also gentigt es, zu zeigen, G hat eine Untergruppe H # G
vom Index < 5.

Angenommen, dies ist falsch, d.h. [G : H] > 6 ¥ H < G. Zihle Sylowgruppen:
s, =[G:Ng(S§)]| 26V p=2,3,5.

=>52:15, 83210 , S5:6
—— ——"
= 10-2=20 Elemente = 6-4=24 Elemente

Seien Py # P, € Syl,(G). |P1| = |P»| = 4. Sei H := (P; UP,) < G.

= H = G (wegen [G : H] > 6 sonst).

P;, P, sind beide abelsch. Falls P; N P, =: P # {e}, so |P| = 2. P zentralisiert P; und
P,, also P C Z(G): Widerspruch.

= es gibt in den 2-Sylowgruppen 15 - 3 = 45 Elemente.

Insgesamt gibt es also zu viele Elemente, — Widerspruch.
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f. Auflésbare Gruppen

DEeFINITION 3.98.
Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Eine Folge
G=HyzHizHy2...2H,={e} )
von Untergruppen von G heifit eine Kompositionsreihe von G, wenn gilt:

(1) HiﬁHi_l fiirizl,...,n;

(ii) die Faktorgruppen H,_1/H; fiiri=1,...,n sind einfache Gruppen (evtl.
zyklisch).

(b) Die H,_1/H; fiiri =1, ...,n heifSen die Kompositionsfaktoren der Reihe (*).

BEMERKUNGEN 3.99.

1. Ist N<G,und ist N = Ky < ... < K, = {e} eine Kompositionsreihe von N
und G/N = Ly/N < ... < Lg/N = N/N eine Kompositionsreihe von G/N, so
istG=Ly>L;>...<Lg=N =Ky >...>K, = {e} eine Kompositionsreihe
von G.

2. Jede endliche Gruppe G # {e} hat eine Kompositionsreihe:
ist G einfach, so ist G > {e} eine Kompositionsreihe. Andernfalls gibt es ein
{e} # N < G (mit G # N). Per Induktion konnen wir annehmen, dass N und
G/N Kompositionsreihen haben. Mit 1. erhalte eine von G.

Sarz 3.100 (Jordan-Holder).

Seien G = Hy > Hy > ... > H, = {e} und G = Ky > K; > ... > K, = {e} zwei
Kompositionsreihen von G.

Dann gilt r = s und es gibt eine Permutation mwvon {1, ..., r} mit Hi.1 /H; = Kyi)-1/ K
fiiri=1,...,r.

BEWEIS:

Induktion nach |G|. Ist G einfach, so hat G nur die Kompositionsreihe G > {e}.

Ist H; = Kj, so fertig nach Induktion.

Sei H, # K;. Wegen H s H:K; < G ist HK; = G. Also G/H1 = (HlKl)/Hl =
Ky/(Hy N K;) und G/K; = (H;Ky)/K; = Hi/H; N K;.

SeiHiNK; =My>M;>...<M; ={e}.
Dann sind
Hi>My>M;>...>M, = e} q))
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K1>M0>M1>...>Mt:{€} (II)
Kompositionsreihen.

Induktionsvoraussetzung anwenden auf H; und auf Kj:

(G/Hy,Hi/H,,...,H,.1/H,) = (G/Hy,Hi /My, My/M, ..., M;_1 /M) (bis auf
Permutation)
(G/Ky,Ki/Ky, ..., K /K,) = (G/Ky, Ky /My, Mo /M, . .., M1 [M;) (bis auf
Permutation)

Da G/H; = Ky /My und G/K; = H;/M,, folgt die Behauptung.

KoroLrAR 3.101.

Ist G eine endliche Gruppe, ist G = Hy > Hy > ... > H,_q > H, = {e} mit H; < H;_4 fiir
i=1,...,1,s0sind die Kompositionsfaktoren von G (mit Vielfachheit) genau die Vereini-
gung der Kompositionsfaktoren von Hy/Hy, H1/Hy, . .., H,-1/H, (mit Vielfachheit).

DEerINITION 3.102 (aufldsbare Gruppe).
Eine endliche Gruppe G heifit auflésbar, wenn alle Kompositionsfaktoren von G
(prim-)zyklisch sind.

BEeisprieLE 3.103.

1. S,,n > 5: eine Kompositionsreihe von S, ist S, > A,, > {id}; die Kompositi-
onsfaktoren von S,, sind also C; und A,,. Also ist S,, fiir n > 5 nicht auflosbar;
ebenso ist A, fiir n > 5 nicht auflésbar.

Firn = 4ist S4 > Ay > V4 > C, > {id} eine Kompositionsreihe von S,. Die
Kompositionsfaktoren von Sy sind also C,, Cy, Cy, C3, also ist Sy auflosbar.

2. Jede Gruppe G mit |G| < 60 ist auflosbar. Denn alle Kompositionsfaktoren
von G haben Ordnung < 60, sind also primzyklisch nach Satz 3.96.

Sarz 3.104.
Sei G eine auflosbare endliche Gruppe, sei |G| = p; - ... - p, mit Primzahlen p;. Dann sind
die Kompositionsfaktoren von G genau C,, ..., C,,.

BEwEIs:
Die Kompositionsfaktoren von G sind primzyklisch und das Produkt ihrer Ord-
nungen ist |G|.

O
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DeFINITION 3.105.
Sei G eine beliebige Gruppe.
(a) Fiir x, y € G hei3t [x, y] := xyx"'y~' € G der Kommutator von x und y.
(b) Die von allen [x, y] (x,y € G) erzeugte Untergruppe von G heifit die Kom-

mutatorengruppe von G und wird mit G’ oder [G, G] bezeichnet.
(manchmal kommt in der Literatur auch [x, y] := x~'y~'xy vor)

BEMERKUNG 3.106.

xy = [x,y] - yx. Also gilt: [x, y] = e & xy = yx.

[x, y] als ,Maf3” fiir die (Nicht-)Vertauschbarkeit von x und y.
Insbesondere: G ist abelsch & G’ = {e}.

Sarz 3.107.
G’ < G, und die Faktorgruppe G™ := G/G’ ist abelsch.

BEwEIs:

lgx, 87 gyg 'l = gxg ™" - gyg™ - gxTg gy g = g ayxy g = gl I
Also ist die Menge aller Kommutatoren stabil unter Konjugation mit beliebigen
g € G. Die von ihnen erzeugte Untergruppe G’ also ebenfalls. = G’ < G.

Lies xy = [x, y] -yxin G/G":
——
G’
xy=yxinG/G’ Vx,yeG/G".

BEMERKUNGEN 3.108.

1. G" = G/G’ heifitauch die abelsch gemachte Gruppe G (oder Abelianisierung
von G), aus folgendem Grund: G? ist ,die grofite” abelsche Faktorgruppe
von G in folgendem Sinn: fiir jeden Normalteiler N von G mit G/N abelsch
gilt G’ < N, d.h. G/N ist ein epimorphes Bild von G/G’ = G™.

2. Ist f : G = A ein Homomorphismus von G in eine abelsche Gruppe A, so

ist G’ < ker(f), denn f[x, y] = [f(x), f(y)] =e.

DeriNITION 3.109.
Die hoheren Kommutatorgruppen sind induktiv definiert durch G© := G, GO :=
G’ =[G, G), G = (GO = [G¥, G¥].
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Esgilt G>G >G? > ...

BEMERKUNGEN 3.110.

1. Ist H < G, so auch H™ < G™ fiir alle n > 1. Beweis durch Induktion nach .
2. Ist N < G, so ist (G/N)’ = (G’N)/N, allgemeiner (G/N)® = GWN/N V n > 1.

Beweis durch Induktion nach n. n = 1: (G/N) = <[xN, yN]:x,y € G> =
~———
=loyIN

([x,yIN : x,y € G) = (G'N)/N < G/N.

Sarz 3.111.
Fiir jede endliche Gruppe G gilt: G ist auflosbar & I n € N mit G™ = {e}.

BEWEIS:

(i) = (ii): sei G = Hy > Hy > ... > H, = {e} eine Kompositionsreihe von G, wir
beweisen durch Induktion nach r.

G/Hy ist zyklisch = G’ < H;. Da H; aufldsbar ist gibt es m € IN mit (H)™ = {e} =
G(m+1) — (G/)(m) — {e}

(ii) = (i): habe die Reihe G > G’ > G? > ... > G = {e}.

Alle Faktorgruppen G?/G¢ dieser Reihe sind abelsch, haben also zyklische

Kompositionsfaktoren = G hat zyklische Kompositionsfaktoren (Korollar 3.101).
O

DEerINITION 3.112 (Verallgemeinerung von auflosbar auf beliebige Gruppen).
Eine Gruppe G heifit auflésbar, falls 3 1 € N mit G® = {e}.

Kororrar 3.113.
Sei G eine Gruppe.

(a) G ist auflosbar, H < G = H ist auflosbar;
(b) G ist auflosbar, N < G = G/N ist auflosbar.

BeweEis:

(a) G = {e} = H™ < G™ = {e}.
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(b) G = {e} = (G/N)™ = (G"N)/N = N/N = {e}.

BEeisprieLE 3.114.

1. Jede endliche p-Gruppe (p eine Primzahl) ist auflosbar. Denn 3 N < G mit
G/N = C, (Satz 3.82). Iteriere dies = G hat Kompositionsreihe mit lauter
Faktoren C,.

2. Sei G = D,,, Diedergruppe, |D,| = 2n.
G={o,1:0"=1*=(01)? =¢) = {0) (1) = C, x C,.
Kommutatoren: G = {¢/,0'1:i=0,...,n—1};[¢',0/1] =0’ -a/t-07"- (0/1)7! =
Gi+j+i—j — 021'
[x, y] = [y, x]™

[oit,0/T] = ... = g2iD,

(o) =C, ,falls n ungerade;

AlsoistG’ = (0% :i=0,...,n—1),alsoist[D,, D,] = (¢?) =
sois <a i n > alsoist|[ 1=(0%) {(02) =C, |, falls n gerade.
a b
01
ax +b, K = K) : 4,b € K,a # 0} = K= K". Diese Gruppe ist auflosbar mit
G® = {e}, denn die Reihe G > K x {1} > {e} hat die abelschen Faktorgruppen
K, K.

3. fir K ein Korper sei G = GA;(K) = {( cabeKa+#0 ={x—

4. [S,,S4] =?
[S., Sul = A, fiir n > 5; S% = C,.
Das stimmt auch fiir n < 4 (Ubung!).

DEerINITION 3.115 (elementar-abelsche p-Gruppe).
Eine elementar-abelsche p-Gruppe (p eine Primzahl) ist eine abelsche Gruppe,
diezuC,x...xC, = (Z/p)®...® (Z/p) fiir ein n > 0 isomorph ist.

n—mal n—rmal

LEmma 3.116.
Sei G eine endliche auflosbare Gruppe, und N < G ein minimaler Normalteiler (# {e})
von G. Dann ist N eine elementar-abelsche p-Gruppe (fiir ein p).

BEWEIS:
N ist auflosbar, also N’ # N = N’ < G.
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(Ubung: N <G = N’ < G).
Wegen N minimal folgt N’ = {e}, d.h. N ist abelsch. Jede Sylowgruppe von N ist
Normalteiler von N ist normal in G. Wegen N minimal folgt N ist eine (abelsche)

p-Gruppe.
SeiA:={xeN:x*=¢} A<JG,A<N, A # {¢e} = A =N (wegen N minimal).

Tueorem 3.117 (Galois).
Sei p eine Primzahl, sei G eine transitive Untergruppe von S,. Es sind iiquivalent:

(i) G ist auflosbar;

(ii) G ist konjugiert (in S,) zu einer Untergruppe von GA1(IF,) = {(F, — F,,x —
ax+b):a,beF, a+0}

(iii) G hat eine normale p-Sylowgruppe;

(iv) esgibt x # yin{1,...,p} mit G, N G, = {e}.
[Gy={g€G:gx=x]]

Sind (i) bis (iv) erfiillt, so gilt (iv) sogar fiir beliebige x # y.

BEWEIS:

Sei N # {e} ein minimaler Normalteiler von G. = p | [N]:

seien x,y € {1,...,p} > 1 g € Gmity = gx (Wegen S, transitiv) = Ny = Ngx =
g(Nx).

= |Ny| = |[Nx| = alle N-Bahnen haben die selbe Lange, und diese teilt p = wegen
N # {e} ist auch N transitivauf {1,...,p} = p | IN]

(i) = (iii): sei G auflosbar. Jeder minimale Normalteiler von G ist eine elementar-
abelsche p-Gruppe nach eben und nach Lemma 3.116.

Wegen p* 1 |S,| = p! ist also N zyklisch von Ordnung p = N ist eine (die einzige)
p-Sylowgruppe von G.

(iii) = (ii): sei N = (g) die normale p-Sylowgruppe, dann ist g ein p-Zykel.

Wir kénnen annehmen: ¢ = (123...p). Also: g ist die Abbildung x = x + 1 von
F :=F, in sich.

Seihe€ G.Wegen N <G Jae{l,...,p— 1} mithgh™ = ¢" = hg = ¢"h.

= flirx € F: h(x + 1) = hg(x) = g"h(x) = h(x) + a = h(1) = h(0) + a, h(2) = h(0) + 2a
usw. = h(x) = h(0) +ax V x.

——
=b
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(ii) = (iv): fiir ¢ # ein GA(IF,) hat ghochstens einen FixpunktinIF,: ¢ = (x > ax+b),
x=ax+by=ay+b=@-1)(x-y)=00K

(iv) = (iii): es gebe x # y mit G, NG = {¢}. Die Abbildung G, — {1, ...,p}\ {x},g —
gy ist dann injektiv. (§,h € Gy, gy =hy = (h"'Q)y =y =>h"'ge G, NG, = {e})
=[G <p-L[G:G]=p=I|G| <pp-1).

Angenommen, es gdbe zwei verschiedene p-Sylowgruppen P, Q: dannist PN Q =
{e} = l{pg : p € P,q € Q)| = p> > Widerspruch zu |G| < p(p — 1).

(iif) = (i): G habe eine normale p-Sylowgruppe N: [N| = p.
= Cg(N) = N. Denn: in S, gibt es %! = (p — 1)! p-Zykel. Diese sind alle zueinander
konjugiert.
= sie sind alle selbstzentralisierend: o € S, ein p-Zykel = Cs (0) = (0).
Also ist der Homomorphismus G/N — Aut(N),gN + int, |y injektiv (wegen
(inty) [v=idy © Y x € N gxg™' = x = g € Cs(N)).
Aut(N) = (Z/p)* = C,_, ist abelsch = G/N ist abelsch; auflerdem ist N abelsch =
G ist auflosbar (mit G® = {e}).

O
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ERINNERUNG 4.1.

Sei IL/K eine algebraische Korpererweiterung. Jedes a € IL erfiillt die Identitét
A" +a,a" T + L+ ma+ag = 0 (a; € K).

Das normierte f(t) € K[f] von kleinstem Grad mit f(a) = 0 heifst f = MinPol(a/K),
ist irreduzibel mit d := deg(f) = deg(a/K) = [K(«) : K].

Kennt man f = MinPol(a/K), so kann man in K(«) rechnen: K[t]/(f) —. K(A):
Elemente in K(«) haben eine eindeutige Darstellung by + by +... + b0 1 = g(a)
mit bl’ e K.

g1(a) - §2(a) = (3182)(@). Dividiere durch f mit Rest, um dieses Element auf obige
Form zu bringen.

Sei K der algebraische Abschluss von K.

Es gibt eine Bijektion von {f € K: f(B) = 0} auf Homg (K(a), K): B=9p@) —(p:
K(a) —k K). _

Die Nullstellen von f(t) in K heiflen die IK-Konjugierten von a. Es gibt davon also
hochstens d Stiick in K. .

Dies sind genau die = o(a) mit 0 € Aut(K/K).

a heiSt separabel, wenn f(t) d verschiedene Nullstellen in K hat. Das kann hoch-
stens fiir char(K) = p > 0 schiefgehen: irreduzibles f(t) € K[t] ist inseparabel <
f e K[#].

(L/K algebraisch): IL; = {a € IL : /K ist separabel} ist ein Zwischenkdorper.
[Ls : K] = [L : K] = |Homg(L, K)|

(L ¢ L ¢ K
—— ——

rein inseparabel separabel
Satz vom primitiven Element: L/K separabel, [L : K] < co = 3 a € L mit
L = K(a).

IL/K sei eine endliche Korpererweiterung. K = der algebraische Abschluss von
K, der IL enthdlt. .
Aut(K/K) = {0 : K —». K: 0| = id}.

Sarz 4.2.
Es sind dquivalent fiir IL/K:

(i) Fiir jede Erweiterung IE/IL und jeden IK-Homomorphismus ¢ : IL —k E gilt
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p(L) = IL;
(i) Vo€ Aut(K/K) ist o(LL) = IL;
(iii) V¥ a € L liegen alle K-Konjugierten von « in IL;
(iv) jedes irreduzible f € K[t], welches eine Nullstelle in L hat, zerfillt iiber IL;

(v) 3 f € K[t] (evtl. reduzibel) mit I = Zfk(f /KK).

BeEwEIs: .
(i) = (Gi):klar. (E:=K,p :=0|;)

(ii) = (iii): die K-Konjugierten von « sind die o(a) mit 0 € Aut(K/K).

(iii) = (iv): sei f € K][t] irreduzibel, sei @ € IL mit f(a) =0, sei f = (t — a)(t — az) -
oo (t=ay), ai € K; die ay, ..., a, sind die K-Konjugierten von «, liegen also in IL
nach (iii).

(iv) = (v):sei L = K(ay,...,a,), sei f; == MinPol(a;/K), f == fi-...- fi L =
Zfk(f1-...- fu) nach (iv).

(v) = (i):sei L = Ztk(f/K): f(t) = (t —a1)-... - (t —ay), also L = K(ay, ..., an).
@(a1),...,p(a,) € Esind Nullstellenvon f(f) inE = {p(a1), ..., @(a,)} = {aq,...,a.} C
L=¢)cCL.

O

DEFINITION 4.3.
Man nennt IL/K eine normale Erweiterung, wenn die Bedingungen (i) bis (v)
gelten.

Sarz 4.4.
Sei E/K eine endliche Erweiterung, seien IL, M Zwischenkdrper von E/IK.

(a) L/IK,M/K normal = ILM/K, (IL. " M)/K normal;
(b) E/K normal = E/IL normal;

(c¢) L/K normal = ILIM/M normal.
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BEwEIs:
Leicht aus 4.2: (a) aus (ii); (b) und (c) aus (v).

BEISPIELE 4.5.

1. Sei [L : K] = 2. Dann ist L/K normal: sei @ € L \ K = K(a), sei f =
MinPol(a/K): deg(f) =2, f = (t —a)(t — ) mit p € L = L = Ztk(f/K).

2.5%iK=Q L=0Q),a=V2eR, a*=2.
Q(a)/Q ist nicht normal. Denn die Q-Konjugierten von «a sind «a, —¢, ia, —ict
(i = V=1); Q(a) C R, also +ia ¢ Q(«).
Es ist Q(ia)/Q ebenfalls nicht normal, denn Q(iar) =g Q(a).
Die Eigenschaft normal fiir IL/IKK hangt nur von der IK-Isomorphieklasse von
L ab.
Deswegen macht es Sinn, zu sagen, ,Q V2/Q ist nicht normal” ohne zu
sagen, welche vierte Wurzel man meint.

3.0 ¢ Q(V2) c Q) jede der beiden Teilerweiterungen ist (nach 1.)
—— ——

Grad 2 Grad 2
normal, aber die zusammengesetzte Erweiterung (nach 2.) nicht. Normali-

tat ist also nicht transitiv.

LEMMA 4.6. .
Sei IL/K eine normale Erweiterung, sei K C IF C IL ein Zwischenkdrper, sei ¢ : F — K
ein IK-Homomorphismus. Dann ist (IF) C IL, und 3 o € Aut(IL/K) mit ¢ = olp.

BEweEis:
@ lasst sich fortsetzen zu einem ¢ : I — K (nach 2.45). L/K normal = ¢(IL) c I,
also ¢ € Aut(L/K), 0 := ¢.

O

Sarz 4.7.
Sei IL/K endlich. Dann sind iquivalent:

(i) IL/K ist separabel und normal;
(i) VY a € IL zerfillt MinPol(a/KK) iiber IL in verschiedene Linearfaktoren;
(iii) 3 ein separables f € K[t] mit L = Zfk(f/K);

(iv) wie (iii), zusditzlich f ist irreduzibel;
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(v) |Aut(L/K)| = [L : K].

BEwEIs: (i) & (ii) klar.

(i) = (iv): Ja € LmitL = K(a) (Satz vom primitiven Element);
f = MinPol(a/K) ist irreduzibel und separabel.
L = Ztk(f /K).

(iv) = (iii): klar.
(iii) = (i) klar (4.2, 2.80).

In den Féllen (i) bis (iv) hat L ein primitives Element a: IL = K(a), und «a hat
n := [L : K] verschiedene KK-Konjugierte a = a, ..., a, € LL.
Firi=1,...,nhabeo; : L -k L mit 0;(a) = o; = | Aut(IL/K)| > n.

(v) = (i): ist | Aut(IL/K)| = 1, so ist [L : K]s = | Homg(LL, K)| = | Aut(IL/K)| = n =
L/K ist separabel. Also IL = K(«a) (primitives Element) und MinPol(a/K) =: f =
[T (-o(a)=L=2Ztk(f/K).

oeAut(IL/K)

DEFINITION 4.8.
L/K heifit galoissch (oder Galois-Erweiterung), wenn (i) bis (v) aus 4.7 gelten.

In diesem Fall heifit Gal(IL/K) := Aut(IL/K) die Galoisgruppe von IL/K.
Es ist also |Gal(IL/K)| = [IL : K].

BEMERKUNG 4.9.
Die zu Satz 4.4 analogen Eigenschaften gelten fiir ,,galoissch” statt ,normal”

(a) L/K,M/K galoissch = LIM/K, (L " IM)/K galoissch;
(b) E/K galoissch = E/IL galoissch;
(c) L/K galoissch = ILIM/M galoissch.

Denn: normal siehe 4.4, separabel siehe 2.87.
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a. Der Hauptsatz der Galoistheorie

4.10. Sei L/K eine Galois-Erweiterung, sei G := Gal(IL/K).
ZWK(L/K) :={F : K C F C LL ist Zwischenkorper}.
Subg(G) := {H : H < G}.

F € ZWK(L/K) ~» F° := Aut(IL/IF) = {0 € G : ¢ |p= id}
H € Subg(G) » H® := Fix(H) = {a €IL: Yo € H o(e) = a}

TueoREM 4.11 (Hauptsatz der Galoistheorie).
Die Abbildungen Zwk(IL/K) — Subg(G), F — F°
und Subg(G) — Zwk(IL/K),H +— H°

sind zueinander inverse Bijektionen:
F°=F,H"=H VF, VH.

Dariiber hinaus gelten (seien IF,TF,,IF, € Zwk(L/K), H = F°,H; = F),H, = IF,0 €
Subg(G)):

(a) Die Bijektionen sind inklusionsumkehrend:
F, cF, = H; O H,.

(b) Die Bijektionen sind indexerhaltend: fiir F, C IF, ist [IF, : F1] = [H; : Hp].

(c) Die Bijektionen erhalten die Normalitit: fiir F, C IF, gilt: IF, /IFy normal & H, <H;.

Ist IF, /Ty normal, so ist Gal(IF,/IF;) = H,/H,.

(d) Die Bijektionen sind vertriiglich mit Konjugation: fiir 0 € G ist o(F)° = 0IF% !
fiir F € Zwk(IL/K) bzw. (cHo™)° = a(H®) fiir H € Subg(G).

(e) Insbesondere ist IL/IF galoissch mit Gal(L/TF) = F°.

BEwEIs:
In mehrere Schritte:

(1) Sei F € Zwk(IL/K) = IL/F galoissch.
Gal(IL/F) = IF° gilt nach Definition. Also (e) gezeigt.

(2) Also [LL: F] = |FY).
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(3) F > F klar nach Definition. Sei a € IL, a ¢ IF. Wegen IL/TF separabel gibt es
ein F-Konjugiertes &’ # a von a. Wegen IL/F normal ¢ € F° = Gal(LL/TF)
mit o(a) = @’ = a ¢ F° = Fix(F).

(4) Sei H < G, sei IF := H° = Fix(H). Wir wollen zeigen H = H® = IF°.
Klar: H < H® = Aut(IL/TF).
Nach dem Satz vom primitiven Element 3 f € L mit I = F(g). Sei
g(t) := TI(t — o(B)). Fir p € H sei p : L[t] — L[t] der induzierte Auto-
oeH
morphismus (koeffizientenweise) = dtp(g(t)) = g(t) = die Koeffizienten

von g(t) sind fix unter H, also g(t) € F[t].
Esist g(f) = 0, also MinPol(B/FF) | g(t).

= |H| = deg(g) > deg(MinPol(8/FF)) = [LL : [F].
Andererseits [IL : IF] = |F°| = [H®| nach (2).
= |H| > [H"|. Wegen H < H” folgt H = H™.

(5) Inklusionsumkehrend: klar nach Definitionen.

(6) (b) folgt aus (2) wegen Multiplikativitat [IF, : IF;] = [[]LL}IFF;]] = % =[H; : H,].

(7) Beweis von (c): fiir a € List a € (cHo™')" = Fix(cHo ™)
& YheHoho Y a)=a
& VYheHh(oY(a) =0 (a)
© o }(a) € Fix(H) = H°
& a € o(HY).

(8) (c): IF,/IF; ist separabel.
IF,/F; ist normal & VY o € Aut(IL/IF,) = IF(l) o(F,) = F, (nach Lemma 4.6)
o YoeF o) =F

Nach (d) ist o(IF,)° = cF)o ™",
also IF,/FF; istnormal & VY 0 € F) 6FF,0™' = F) = TF) < F).

BEMERKUNG 4.12.

Die Bijektion aus Theorem 4.11 wird als Galoiskorrespondenz bezeichnet. Sie ist
ein Anti-Isomorphismus der Verbdnde, damit ist gemeint:

Unter (—)° entsprechen sich Durchschnitt mit Erzeugnis:

V Hi, H, € Subg(G): (H; U H,)° = HY N HY, (H; N H,)° = HYH]

¥ Iy, IF, € Zwk(IL/K): (F1IF2)° = IFS 0 Y, (Fy N IF,)° = (IFY U ).

Dies folgt aus Bijektivitdt und Inklusionsumkehr!
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b. Erste Anwedungen - Galoisgruppe eines Polynoms

4.13.
Sei f € K][t] ein separables Polynom, sei IL = Zfk(f/K), also IL/K galoissch.
Sei f = (t—ay)-...-(t—ay), a; € L, dann operiert G = Gal(L/K) auf W :={ay, ..., a,}:

Sarz 4.14.

(a) Gal(IL/K) operiert treu auf W.

(b) Genau dann ist die Operation transitiv, wenn f irreduzibel ist.

BEWEIs:

G:=Gal(L/K): 0 € G,a € W.

flo(@) =0( f(a))=0=0o(a) € W.
——

=0
Wegen IL = K(ay, ..., a,) ist die Operation treu.

Ist f irreduzibel, so gibt es fiir jedes i = 1,...,n ein 0; € G mit oi(a;) = a;, also G
transitiv.
Ist f nicht irreduzibel, dann gibt es , f € W mit MinPol(a/K) # MinPol(5/K) =
a, B nicht in derselben G-Bahn, denn ¥V o« € W ¥ ¢ € G haben a und o(a) dasselbe
MinPol.

O

DerFINITION 4.15.

Man nennt Gal(f/K) := Gal(IL/K) die Galoisgruppe des (separablen!) Polynoms
f.

Die Operation auf W = {Wurzeln von f} identifiziert Gal(f/K) mit einer Unter-
gruppe von Sym(W), oder - bis auf Konjugation - einer Untergruppe von S,,

n := deg(f).

BEMERKUNG 4.16.

1. |Gal(f/K)| = [Zfk(f/K) : K].

2. firreduzibel = Gal(f/K) ist eine transitive Untergruppe von S,,, n := deg(f):
Listen der transitiven Untergruppen:
n=2.G=2_5,
n=3:
n =4
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S X ==
I

Il

siehe Gruppentheorie ...
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c. Erste Anwedungen - Beispiele fiir die Galoiskorrespondenz

BeispieL 4.17.

Sei [IL : K] = 2, L/K separabel.

= IL/K galoissch = G := Gal(IL/K) = C,. Ist char(K) # 2, so IL = K( Vd). Dann ist
(o) = Gmito(x + y Vd) = x — y Vd.

(Zum Beispiel ist die komplexe Konjugation z + z der Erzeuger von Gal(C/IR))

BEeisprieL 4.18.

[L : K] = 3 = im Allgemeinen nicht mehr normal. Betrachte f = £ —a mita € K,
f seiirreduzibel (a ¢ K*).

Sei a mit a® = a (« € K), sei C # 1 eine 3-te Einheitswurzel (d.h. 2 + { + 1 = 0)
(char(K) #3) = f = —a = (t — a)(t — Ca)(t — Ca).

1. Fall: C € K = f(t) zerfallt tiber K(a) = L.
= |Gal(f/K)| = 3,G := Gal(L/K) = (¢), und
o(x + ya + za?) = x + yla + z(%a?

o%(x + ya + za?) = x + yC%a? + zCa.

2.Fall: C¢ K (z.B. K = Q):

Dann ist [K(C) : K] = 2, also C ¢ K(a) wegen [K(a) : K] = 3.

= L := Ztk(f/K) = K(e, C) hat [IL : K] = 6.

G := Gal(f/K) ist eine Untergruppe von S; mit |G| = [L : K] =6 = G = S;.

G erzeugt von o(a) = Lo, 0(0) = (, (@) =, T(Q) = > =

K entspricht G = S3

K(C) entspricht (o)

L = K(a, C) entspricht {id}
K(«) entspricht ()
K(C?a) entspricht (o)
K(Cw) entspricht (o?7)

BEeisprieL 4.19.
f :=t* — 2 € Q[t] ist irreduzibel nach Eisenstein. Sei a = V2 (eine 4-te Wurzel aus

2), f = (t—a)(t + a)(t —ia)(t + i), i = V1.

= L = Zfk(f/Q) = Q(a, V-1) = Q(a,i) = [L : Q] = 8, G := Gal(f/Q) ist eine
(transitive) Untergruppe von Sy, |G| =8 = G = D,.
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F := Q(i), H := Gal(L/Q(), H| = [L : Q(i)] = 4.

= H ={id,0,0%, 0% = (o) mito : a = ia, o(i) = i.

F := Q(@), H := Gal(L/Q(a)), |H| = [L : Q@)] = 2.
=>H=(t)={id,tjmitt:a > —a,i — —i.

= G =Gal(L/Q) = (o, 1)

Operation auf den vier Wurzeln von f:
{1,2,3,4) «—— {ia, —a, —iax, a}
Vve—i'a

0 «—— (1234), 71 «— (13).

Man sieht zum Beispiel: Q(;, V2)/Q ist galoissch mit Gruppe C, X Cy; IL/Q(i) ist
galoissch mit Gruppe Cj; usw.

d. Erste Anwedungen - Der Translationssatz

Sarz 4.20.

Sei E/K eine beliebige Korpererweiterung, seien IL,IM Zwischenkorper von [E/K, mit
IL/K galoissch.

Dann ist auch ILIM/M galoissch, und Gal(LIM/M) — Gal(IL/K), 0 — o | ist ein
injektiver Homomorphismus mit Bild Gal(IL/IL N M) von Gal(IL/K).

Insbesondere ist Gal(ILIM /M) = Gal(IL/ILNM), und [ILIM : M] ist ein Teiler von [IL : K].

BeweErs:

ILM/M ist galoissch nach 4.9. Fiir 0 € Gal(LM/M) ist o(IL) C IL wegen IL/K nor-
mal. = o |p€ Gal(IL/IL N M).

Dieser Homomorphismus Gal(LM/M) — Gal(IL/IL N M) ist injektiv (ein o im
Kern ist die Identitat auf M und I, also auf ILIM).

Sei H := im(Gal(LM/M) — Gal(IL/IL. N IM)).
Ist & € IL N Fix(H), so ist a fix unter Gal(ILM /M) = a € M, also a« € L. " M.
Also Fix(H) =ILN M, also H = Gal(IL/IL N IM).

BEMERKUNG 4.21.
Satz 4.20 heifdt Translationssatz, da er eine (ordnungstreue) Bijektion Zwk(ILIM/IM) —~
Zwk(L/IL " M) induziert: F' — F N L, bzw. umgekehrt F — FIM.
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Sarz 4.22.
Seien IL; /K, IL,/K Galoiserweiterungen. Dann ist 1L11L, /K galoissch, und der Homo-
morphismus

Gal(IL1IL, /IK) — Gal(IL;/K) X Gal(IL,/K)
o (0,0 |u,)

ist injektiv. Ist Iy N 1L, = K, so ist er sogar bijektiv, also Gal(IL11L,/K) = Gal(IL; /K) X
Gal(IL, /K).

BEWEIs:
IL,IL,/K galoissch (selbes Argument wie oben: ,tatsdchlich trivial®).

Sei ]Ll ﬁILZ = K. Dann ist []LIH—'Z . H(] = []Ll]Lz . ]Lz] []Lz : H(] = []Ll . ]I(] . [H_Q . 1[(] =
~—_————
=[IL;:K] nach 4.20

[rechte Gruppe| = Behauptung.

e. Erste Anwedungen - die galoissche Hiille einer separablen Er-
weiterung

4.23.

Sei IF/K eine endliche Erweiterung. Wann gibt es eine Galoiserweiterung IL/IK
mit[F Cc IL.?

Notwendig: F/KK separabel. Das geniigt schon: dann ist F = K(a) fiir ein a € F
(primitives Element), sei f = MinPol(a/K). Dannist IL := Zfk(f/KK) galoissch iiber
K,KcFcL, und L ist minimal.

Andere Beschreibung von L: seien 0y,...,0, : F =k K die K-Einbettungen von
Fin K fiirn = [F: K]s = [[F : K].
Dannist L. = 0¢([F) - ... - 0,(IF) (Kompositum)

DEFINITION 4.24.
L (wie oben) heifdt die galoissche Hiille von F {iber K.

4.25.
Angenommen, wir haben ein (grofie) Galoiserweiterung [E/K mit K c F c E.
Dann kann man die galoissche Hiille IL von IF/K in [E wie folgt ablesen:
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die zu IL gehdrende Untergruppe IL° = Gal(E/LL) von G ist (| cHo ! = der grofite

oeG
inH=o01H a;l enthaltene Normalteiler von G.

BEeispiEL 4.26.
Man kann die galoissche Hiille verwenden, um auch fiir nicht-normale (separa-

ble!) IF/KK Informationen iiber die Zwischenkorper zu erhalten:
sei f(f) = t* + t — 1 € Q[t], irreduzibles Polynom. Es ist Gal(f/Q) = S..

Sei a mit f(a) = 0. Dann ist [Q(«) : Q] = 4, aber es gibt kein Q C F € Q(«) mit
[F: Q] = 2; denn Q(@)° = S3 < Sy, es gibt keine Zwischengruppe S; < H < Sy mit
[54 : H] =2.

f. Erste Anwedungen - Galoistheorie endlicher Kérper

Sarz 4.27.
Sei E/FF eine Erweiterung endlicher Korper, sei |IF| = g, [E : [F] = n.

(a) E/F ist galoissch;
(b) Gal(E/F) = (o) ist zyklisch, erzeugt von o : E — E, o(x) = x.

BeweErs:
Wir wissen (a) schon (2.99: normal, 2.70: separabel).

Aus 2.100: 0 € Aut(E/F) von genauer Ordnung n (0" = id).
= (o) = Gal(EE/FF) wegen n = |Gal(IE/IF)|.

g. Erste Anwedungen - Konstruktion mit Zirkel und Lineal

P c C, K := Q(P). Hatten gesehen: ein a € C ist genau dann aus P mit Zirkel
und Lineal konstruierbar, wenn es eine Kette K, C K; C ... C K, gibt mit @ € K,
und [lKl . ]Ki—ll =2Vi.

Sarz 4.28.
Sei a € C algebraisch iiber Ko. Genau dann ist o« aus P mit Zirkel und Lineal konstruier-
bar, wenn fiir die galoissche Hiille IL. von Ko(a) /Ky gilt: [IL : K] ist eine Potenz von 2.



128 4. Korpertheorie II (Galoistheorie)
Das folgt aus folgendem Lemma:

LemMma 4.29.
Sei G eine endlich Gruppe, H < G. Dann sind dquivalent:

(i) 4 KetteH:H0<H1<...<Hr:Gmit[H,-:Hi_1]:2\7’1';
(i1) 4 N<Gmit N < H,[G : N] = Potenz von 2.

BeEweEls:
(ii) = (i): G/N > H/N, falls H # G.
Ng(H)>H= dH<K<Gmit[K:H]=2.

(i) = (ii): zeige zuerst: sind Kj, ..., K, < G vom Index 2, dann gilt [G : () K{] ist
i=1

n

eine 2-Potenz. Denn G/ (N K; — (G/K3)X...X(G/K,), g — (K, ..., gK,) istinjektiv.
i=1

G:H()SHl S...SH,szit[Hi:HiH]:Z.

Sei N; := der grofite in H; enthaltene Normalteiler von G, also N; = ) gH;g7t.
8eG

Zeige: N;/N,; ist eine 2-Gruppe V i (= fertig).
Fiir jede zu H; konjugierte Untergruppe xH;x™! von G ist [N;_1 : N;-y N xHx™1] =
[Nit : NiiNH] = [Ni1H; - Hi] < 2wegenH; < N H; < Hiy. (N; = () (N =i - 1nxHx!)

xeG
(Index < 2in N;_4)
= [Ni—l : Nz] = 2-Potenz.

Sarz 4.30 (Fundamentalsatz der Algebra).
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

BeEweEls:
Verwende iiber R:

(1) € =R(),=-1;
(2) jede positive reelle Zahl in R ist ein Quadrat;

(3) jedes Polynom in IR[¢] von ungeradem Grad hat eine Nullstelle in R.
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1. Schritt:

2. Schritt:

C hat keine quadratische Erweiterung;:
seiw=u+ive Cmitu,veR. Ansatzw (x + iy)* fithrtauf u = x> — y?,v =

2xy. Ohne Einschrankung v # 0 = y = £ ~» 2x% = u = Vu? + 02,

Rechte Seite > 0 fiir positive Wurzel = 3 x € R mit 2x*> = u + Vu? + 02
Einsetzen bestitigt: w = (x + y)* OK.

Sei jetzt IL/C eine endliche Erweiterung. ObdA: IL/RR ist galoissch (bilde ga-
loissche Hiille tiber R).

Sei G := Gal(IL/RR), sei S eine 2-Sylowgruppe. Dann ist [Fix(S) : R] ungerade.
Nach (3) folgt Fix(S) = IR, also S = G, also ist G eine 2-Gruppe.

Wire IL # C, so betrachte H := Gal(IL/C) < G. Dann wire H # {e}, also hatte
H eine Untergruppe H vom Index 2 (nach 3.82). Dann wdre [le(H ):C] =
Widerspruch zum 1. Schritt.
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h. Symmetrische Polynome

Sei K ein Korper.

DerFINITION 4.31.
S, operiert auf K[ty,. .., t,]:

nf = f(tn(l)/ ceey tn(n)) fur f € ]K[tl, .. .,tn],T( S Sn

S, operiert auf K(t, ..., t,):

(L) =L fur fg € Klty,..., 1,1, %0
(wohldefiniert: fiir o,p € S, ist (P f) =°P f,; Einbettung: p : S, — Aut(K(ty,...,t,)),
T Pt f -7 f)

DEFINITION 4.32 (Symmetrische Funktionen).

f € K(t,...,t,) heifit symmetrisch in den Variablen t,,...,t,, wenn "f = f
VYmes,.

K(t1, ..., t)™™ = Fixkg,, 1)(Sn) = {f € K(t1,..., tn) " f=fVES,}

K[ty ..., ta ™ ={f e K[ts,...,t] " f= fFYTES,}

Sarz 4.33.
K(t, ... t.)/K(ty, ..., t,)¥™ ist eine endlich Galoiserweiterung mit Galoisgruppe S,.

BEwEIs:
folgt aus folgendem allgemeinerem Satz.

Sarz 4.34 (E. Artin).

Seien IE ein Korper und G < Aut(EE) eine endliche Untergruppe. Sei IF = Fixg(G) = {x €
E : o(x) = x VY 0 € G} der Fixkérper von G.

Dann ist E/IF eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.

BeEweEls:

(1) Jedes a € E ist algebraisch und separabel tiber IF und es gilt [[F(a) : F] < |G|:
Seia € EEH :={0 € G:0() =a} <G. Firo,o € Ggilt cH = ¢’'H &
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o(a) = o’(a).
Sei G = [ r eine disjunkte Zerlegung mit o4,...,0, € G.
i=1
Setze f(T) = II(T — oi(a)) € E[T]. Das Polynom f(T) hdngt nicht von der
i=1
speziellen Wahl der oy, ..., 0, ab!

n

Insbesondere: ° f(T) = [[(T — ooi(a)) = f(T) Yo € G.
i=1
D.h. f hat seine Koeffizienten in Fixg(G) = [F, d.h. f(T) € F[T].

f ist separabel und f(a) = 0. Damit ist a algebraisch und separabel iiber F.
[F(a) : F] < deg f < |Gl

(2) E/F ist endlich und separabel mit [E : F] < |G|.
Aus (1) folgt: E/IF ist algebraisch und separabel.
Angenommen,[E : F] > |G|. Dann day,...,a, € E mit [[F(ay,...,a,) : F]|G|.
= F(ay,...,a,) = F(a) fiir ein primitives Element a € E.
= [F(a) : F] > |G| — Widerspruch zu (1).

(3) G < Aut(E/F) und | Aut(E/F)| < [E : F] < |G| < c0o = Aut(E/F) = G = E/F
ist galoissch mit Gal([E/F) = G.

KOROLLAR 4.35.
Zu jeder endlichen Gruppe G gibt es eine endliche Galoiserweiterung IE/IF und Gal(E/F) =
G.

BEwEIs:
Wihle eine Einbettung W : G — S, <, Aut(E) mit E = K(t,, ..., t,).
( A nach Vorlesung, z.B. mit n = |G|)
Damit gilt fiir F = Fixg(G’) mit G’ = W(G): G =y G' = Aut(E/F) und E/F
galoissch.
O

BEMERKUNG 4.36.

Fiir einen gegebenen Korper K kann es schwierig sein, zu sagen, welche endli-
chen Gruppen Galoisgruppen Gal(IL/K) von einer endlichen Galoiserweiterung
IL/K sind.

z.B.: K = R: nur {¢} und C,.
K = Q: noch nicht so richtig gelost = Ubungsaufgabe ...
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4.37.
E=K(,...,t,), IF =K(ty, ..., t,)>™.

Betrachte f(T) = H(T —t;) € F[T] (da symmetrischin t, ..., t,).

f(T) heifst das allgememe Polynom vom Grad .
Damit E = Zfk(f/IF). Damit gilt Gal(f/IF) = Gal(E/F) =
Da S, auf den Wurzeln von f(T) transitiv operiert, ist f(T) irreduzibel in F[T].

4.38.
Firk=1,...,nheiSt sg(ty,...,t.) = Y  t,-...-t, € K[ty,..., t,]™ das k-te

1<i<..<ix<n
elementarsymmetrische Polynom in t,,...,¢,.

fO) =TT -t;) =T"=s;T" '+ ...+ (1) 5,1 T+ (-1)"s, = ¥ (=1)!s; T"*, wobei
i=1 k=0

50:1.

Offensichtlich giltsy, ..., s, € K(t, ..., t,)>™. Wir wollen nun zeigen: K(#4, . .., t,)>™ =
K(sy,...,S,).

THEOREM 4.39.

(a) Jedes f € Klt,...,t, ] ist von der Form f = p(s1,...,s,) fiir ein eindeutig
bestimmtes Polynom p € K][ty, ..., t,].

(b) Jedes f € K(ty,..., t,)¥™ ist von der Form f = p(si,...,s,) filr eine eindeutig
bestimmte rationale Funktion p € K(t4, ..., t,).

BEwEs:
Z,=NU{0},Z} =Z,X..XZ,Z}>a=(a,...,0a0).
Auf 7!} definieren wir die Lexikographische Ordnung <:

a<boa=boderesgibtke(l,...,nfmita; =b; A... At = by Aax < by
< ist eine totale Ordnung und sogar eine Wohlordnung (es gibt ein , kleinstes”

Element).
< ist mit der Addition vertrdglich:a <b=a+c<b+c.

Fir f € K[ty,...,t,]sei f = ¥ ct* mit t := 7' -...- ;" und f.fa. ¢, = 0.
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Fir f € K[t,...,t,] \ {0} sei l(f) := max{a € Z|c, # 0} € Z} (wobei f =} c,t*) der
Lexikographische Grad von f.

Fur f,g € Kl[ty,...,t,] \ {0} gilt: I(f - g) = I(f) + () und I(f + g) < max{I(f), ()}
und sogar Gleichheit, falls I(f) # I(g).

Firae Z;} seis" =s]'-...-sy" . I(s)) = I(t1-...- k) = (1,...,1,0,...,0).

I(s") = I(s7) + ...+ 1(sy") = bmitb; = a; + ... + a, ().

= (s" : a € Z}) ist K-linear unabhéngig.

Zub € 7!} gibt es (genau) eina € Z! mit I(s") = b (da (*) eindeutig 16sbar ist).

(a) Sei f € K[t,...,t,]%™ gegeben. Sei b = I(f). Sei a bestimmt mit /(s") = b.
f=Xct" » (f —cps”) <I(f) =bund f —cp - s" ist symmetrisch in t4, ..., t,.
Durch Iteration erhalten wir damit (konstruktiv) das Polynom p mit f =

p(S1,...,Sn).

(b) Existenz von p bedeutet gerade, dass K(sy,...,s,) = K(t,..., t,)>™ = IF.
L = K(sy,...s,) CFCE =K(t,...,t,). AuBerdem [E : F] = n!.

E = ZE(f(T)/LL), denn f(T) = TI(T — £) = ¥ (=1, T"* € L[T].
i=1 k=0

= [E: L] < (deg f)! = n! = [E : FI.
= L=F.

4.40.
Sei f(T) = c-(T"+a T"+. . 4+a,1T+a,) € K[T] (mitc # 0), /(T) = ¢-[[(T—ay) € K[T]
i=1

mit den Wurzeln ay, ..., a, € K.

Seilf = h(ay,...,a,) fireinh € k[ty, ..., t, 2™ mit k ¢ K ein Teilkorper.
Dann gibtes p € k[t, ..., t,] mit If = p(ay, ..., a,).

Denn: a; = (=1)* - si(ay, . . ., ay).

BEeispieL 4.41. .
Diskriminante von f: D(f) = [] (ai—a;* €K

1<i<j<n
= D(f) ist ein Polynom in den Koeffizienten a, . . ., a,, insbesondere D(f) € K.

BEMERKUNG 4.42.
D(f) # 0 & f ist separabel.
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BeisrieL 4.43.
f: ?+at+b= (t—al)(t—az) = tZ—(Oél +(X2)t+0(10é2.

D(f) = (1 — a2)* = (1 + @2)* —4 aqap =a> —4b
——— ——
=—q =b

Sarz 4.44.

Sei charK # 2, sei f € K[t] separabel mit deg f = n. Dann gilt bekanntlich Gal(f /K) <
S

Es gilt Gal(f/K) < A, & D(f) ist ein Quadrat in K.

BeweEis: .

IL = Zfk(f/K), f = c- [1(t — o) in K[t].
i=1

Seid:= [] (wi—aje K.

1<i<j<n

Also D(f) e K? & 6 e K & 0(6) = 6 fao € Gal(L/K), wegen IL/K galoissch.

Aber: 6(6) = (=1)" -6, wobeir, = {1 <i<n:o(a;) # ai}l.
D.h. D(f) e K & r, gerade V 0 € Gal(L/K) < S, & Gal(L/K) < A,.

BEMERKUNGEN 4.45.

1. Fiir charK = 2 gilt immer D(f) € K?, aber nicht immer Gal(f/K) < A,.

2. D(f) ¢ K2 Dann ist K(+/D(f)) ¢ Zfk(f/K) gerade der Fixkérper von
Gal(f/K) N A,.
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i. Kreisteilungskorper

Sei immer K ein Korper, n € N mit n > 1.

DEFINITION 4.46.

un(K) = {C € K: (" = 1} < K" heifit die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K.
Ein C € u,(K) heifsit primitive n-te Einheitswurzel, falls ord(C) = n; u;(K) = {C €
() : 0rd(C) = ) € u(K).

Sarz 4.47.

(a) un(K) ist eine endliche zyklische Gruppe, deren Ordnung n teilt.
(b) Gilt char(K) 1 n (z.B. charK = 0), so gilt |[Un(R)| =n.

(c) Ist char(K) = p > Ound n = p" - m mit p ¥ m, so ist u,(K) = p,(K) und
| (K| = m.

BeweEis:

(a) Die Elemente von u,(K) sind die Nullstellen von t" — 1 in K = |u,(K)| <n <
oo. Wegen u,(K) < K" ist u,(IK) zyklisch.
Sei C € p,(K) ein erzeugendes Element. Dann gilt |u,(K)| = ordC | n (denn
c"=1).

(b) Da t" — 1 bei charK 1 n separabel ist, hat " — 1 in K genau n Nullstellen. =
|un (K| = 1.

(c) n=p"-m,p = charK. Dann C € p,(K) & Cist Nullstelle von /' " -1 = (" —1)""
& Cist Nullstelle von t" — 1 & C € u,,(K).
Insbesondere |pn(R)| = |‘um(F)| =m.

O

BEMERKUNG 4.48. .
char(K) 1 n & u,(K) = n & u;,(K) # 0 (d.h. es gibt eine primitive n-te Einheits-
wurzel in K).

Sei charK 1 n. Dann gilt | y;(R)I = @(n) (p(n): Eulersche ¢p-Funktion)
(denn mit € p,(K) ist u:(K) = {C*: 1 < k < n, ggT(k, n) = 1}.
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BrispiEL:
2krti 2krti

K=C:y,(C)=fen :0<k<nf;u,(C)={e :0<k<nAngglkn)=1}.

DEFINITION 4.49.

D,(t):= [ (t—C) € C[t] heifit das n-te Kreisteilungspolynom.
Ceuy(©)

o @,(t) ist normiert und deg @,(t) = |u;,(C)| = p(n).

LEmmMma 4.50.
" —1 =[] D4(t) in CJ[t].
din
BEwEIs:
r-1= 11 ¢-0=11 [] «¢-0=1]] ¢-0
Cepn(©) An e, (C)ord(zeta)=d din cé(©)
~—_——
:CDd(t) (Dd(t)
O
KOROLLAR 4.51.
(a) D, (t)eZ[t] Vn=>1.
(b) Fiir einen beliebigen Korper K mit charK 1 n gilt ®,(t) = [[ (t—0).
Cep;, ()
BEwEIs:
(@) Induktion nach n: ®y(t) =t —1 € Z[t].
Sei @,4(t) € Z|[t] (und normiert) V d < n.
-1 = H ®; -®,(t) = nach dem Gaufi’schen Lemma ist auch
——
€Z[t], normiert din,dn

€Z][t], normiert

D,(t) € Z[t].

(b) Sei @, () = T[] (t— Q). Wie in 450 folgt " — 1 = [[Dy(f) in K[t] =

Cep, (K) din
[T®) =t"=1=]]Du(t) ¥n>1.
din din

= Q,(t) = an(t) ¥V n > 1 (Induktion nach n).
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O
LEMmmaA 4.52.
Sei p eine Primzahl und n > 1.
(a) P(t)y=t+...+t+1
(b) pln= @y(t) = Ou(tF).
(c) ptn= pt) = %.
(d) nist ungerade = @,,(t) = D,(—t).
BEwEIs:
(@) tF =1 =Dy(t) - Dy(t) = (t — 1) - D,(t) = Behauptung.
(b) Es gilt: C € u,,(C) = ¥ € 5, (0).
= q)pn(t) = H (t - C) | (Dn(tp)'
Ceppn(©)
Da beide Polynome normiert sind und deg®,,(t) = @(p-n)=p-pHn) =
wegen p|n
deg @, (#) folgt die Behauptung.
(c) ptn. Danngilt fiir C€ C: C € u(C) & & € u;,(C).
=0, = [I (t-0)[Du(t).
Cepy(©)
Fir C € p;,(C) gilt & € p;,(C), d.h. Cist eine Nullstelle von @,(#), aber nicht
von @,(t).
(
O = T1 t-0) -
Ceppn(©)
Dabeide Seiten normiert sind und deg ®@,,,(t) = ¢(pn) = (p — 1)p(n) = deg %

wegen pin

folgt die Behauptung.

(d) CeC24n:Cew,, (C) & —Ce u(0).
= Behauptung (Zitat: ,Jetzt blick ich nicht mehr durch - das ist ganz einfach
=)
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BEISPIELE 4.53.

n @,(t)

1 t—1

2 t+1

3| P+t+1
4 241
50t ... +t+1
6| £2—-t+1
Sarz 4.54.

D,,(t) ist irreduzibel in Q[t] fiir allen > 1.

BEwEIs:

Angenommen, @,(t) = f(t)-g(t) mit f, ¢ € Z[t] normiert, f(t) irreduzibel, g(t) nicht
konstant.

Dann gibt es ein C € y},(C) mit f(C) = 0 und g(C¥) = 0 fiir eine Primzahl p 1 n.
(Denn: withle & € u;,(C) und f(&) = 0; sei dann m < 1 minimal mit g(E™) =0;m # 1,
da @,(t) separabel, und ggT(m,n) =1 = 3 eine Primzahl pmitp |m~>m=p-m’'.
Sei C = & = (wegen m minimal) f(C) = 0 und g(zeta?) = g(E™) =0 und p t n)

ft) = MinPol(_C/(Q) | g(t) in Z[t].

In IF,[t] folgt: f(t) | g(t") = g(t).

Also sind ?(t) und g(#) nicht teilerfremd. = O(t) = f(t) - g(t) ist nicht separabel.
Jedoch gilt O(t) | #* = 1 und " — 1 ist auch iiber IF, separabel, da p 1 n.

= Widerspruch.

KOROLLAR 4.55.
Sei C, € Ceinen-teprimitive Einheitswurzel. Dann gilt [Q(C,) : Q] = deg MinPol(C,/Q) =

D, (t)

p(n).

SArz 4.56. .
Sei K ein Korper, sei n € IN mit char(K) 1 n. Sei C, € K eine primitive n-te Einheits-
wurzel, sei IK,, := K(C).

(a) K, = Zfk(t" — 1/K) und ist galoissch iiber K.

(b) Fiir jedes 0 € G = Gal(K,/K) gibt es ein eindeutiges j = j(o) € {1,...,n} mit
88T(j,n) = 1und 6(C) = UV C € p,(K).
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(c) Die Abbildung x, : G = Gal(K,,/K) — (Z/n)*, xu(0) := j(o0) mod n, ist ein
injektiver Gruppenhomomorphismus.

(d) Insbesondere ist Gal(K, /K) eine Untergruppe von (Z/n)* und ist somit abelsch.

BeEweEls:

(a) Klar: K,/K ist galoissch als Zerfdllungskorper des separablen Polynoms
t—1.

(b) 0 € I muss C, wieder auf eine primitive n-te Einheitswurzel abbilden. =

o(Cy) = o{l(g) mit j(o) teilerfremd zu n, eindeutig modulo n. Fiir alle C € p,,(K)
ist damit 6(C) = (/@ (denn C = CK mit k € N = o(C) = o(CX) = 0(C,)* = T9).

(c) xn:0 > j(o) mod n istinjektiv, da C, die Erweiterung K, /K erzeugt.
Homomorph: ist auch TeG = Gal(][(n/II(), so gilt 0 o ©(C,) = o(7(Cy)) =
o(@)?) = o) @ = (7Y@ = 7D, also j(o 0 1) = j(0) - j(r) mod n.

(d) aus ().

O

Der Korper K, = K(C,) heifst der n-te Kreisteilungskorper iiber K, und der
Homomorphismus x, : Gal(K, /K) < (Z/n)* heifit der n-te zyklotomische Cha-
rakter.

KoroLLAR 4.57.

K=0Q)

Sei C eine primitive n-te Einheitswurzel in C. Der Kreisteilungskorper Q, = Q(C,) hat
die Galoisgruppe (Z/n)".

BEWwEIs:
[Q, : Q] = deg(D,(t)) (nach 4.54: ®,/Q irreduzibel)
deg(®y(t)) = @(n) = (Z/n)".
Gal(Q,,/Q) < (Z/n)" mit voller Méchtigkeit = Behauptung.
O

4.58. [Anwendung auf Konstruktion regelméfiiger n-Ecke mit Zirkel und Lineal]
Hatten gesehen (4.28): @ € C ist aus 0,1 konstruierbar < galoissche Hiille von
Q(a)/Q hat 2-Potenzgrad.
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Das regelmafige n-Eck ist konstruierbar < die galoissche Hiille von Q(C,)/Q hat
2-Potenzgrad.
Wegen Q(C,)/Q galoissch vom Grad ¢(n) folgt:

Genau dann, wenn ¢(n) eine 2-Potenz ist, ist das regelméaflige n-Eck konstruierbar.

Ist n = []p; (mit p; prim, paarweise verschieden), gilt p(n) = [](p; — 1)pz?f‘1, Es
folgt: l !
THEOREM 4.59.

Genau dann ist das regelmiflige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n =
2k. pi-...-p, mit Primzahlen p; < ... < p, mit p; — 1 eine 2-Potenz fiiri=1,...,r.

Welche Zahlen der Form 2° + 1 sind prim?

LEMMA 4.60.
2° + 1 ist prim = s ist eine Potenz von 2.

BEwEIs:

s =2F.t mit t > 1 ungerade.

+l=(x+1) (' =2+, 1)

Setze x:= 22 = x' +1 = (2¥) +1 =22 +1 =25 + 1 ist durch 2% + 1 teilbar.

4.61.

n| 22°+1

0 3 prim

1 5 prim

2 17 prim

3 257 prim

4 65537 prim

5 [ 4294967297 = 641 - 6700417

VERMUTUNG (von Fermat): F,, := 2% + 1 ist prim fiir alls 7.
Die Vermutung ist falsch: Euler fand die obige Zerlegung von Fs.

DEFINITION 4.62.
Eine Primzahl der Form F, = 2% heif3t Fermatsche Primzahl.
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BEMERKUNG 4.63.

Fy, F1,F,, F5,F4 sind die einzigen bekannten Fermatschen Primzahlen.
Man weifs fiir 5 < n < 32, dass F,, zusammengesetzt ist.

Unbekannt ist, ob es eine Fermatsche Primzahl F,, mit n > 5 gibt!

THEOREM 4.64 (von Gauf).
Sei n > 3. Das regelmiifSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn n = 2k “p1- ... pr mit Fermatschen Primzahlen p., ..., p,.
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j. Auflésung von Gleichungen durch Radikale

4.65.
Sei K ein Korper. Wir studieren zundchst Gleichungen der Form x" = a.

Ist char(K) = p > Ound p | n, so ist t" — a inseparabel. Setze daher stets char(K) 1 n
voraus.

Dann ist " —a mita € K* separabel. Ist @ € K eine Nullstelle von ¢ —a, d.h. a" = a
_ n-1 )
und ist C € K eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist t" —a = [[ (t — al).

j=0
Sei IL := Ztk(t" — a/K), also IL. = K(a, C).

Sarz 4.66.
char(K) t n, a € K.

Dann ist Gal(t"—a/K) eine Untergruppe der Gruppe GA1(n) := {( (C) ;i ) cc,deZ/n,ce (Z/n)*}

(£ GLy(Z/n)).
Insbesondere ist Gal(t" — a/K) auflosbar.

BeEwEIs:
Sei 0 € G := Gal(t" — a/K) = habe o(a) = (Ya mitd € Z, und o(C) = (¢ mit
ce”Z,ggl(c,n)=1.

Dann ist o(C/a) = (9*a. Die Abbildung G — GA;(n),0 + ( (C) 611 ) ist ein Grup-

penhomomorphismus: ist 0’ € G mit o’(Ja) = (7% a, s0 ist

(G/ o 0)(@0&) — G'(ch+d05) — Cc’(cj+d)+d’a — CC,Cth(C,dm,)OC.

:>(c’ d\(c d\ (cc cd+d
0 1 01 0 1

Injektiv ist klar. Die Gruppe GA;(n) (und damit auch G ist auflosbar: N :=

= homomorph.

(1) 611 ) :d e Z/n} < GA1(n).
GA,(n)/N = ((Z/n)*,-), N = (Z/n, +). (hier also G > N &> {e})
O

DEFINITION 4.67.
Eine Korpererweiterung IL/K heifst auflosbar (bzw. abelsch, zyklisch), wenn IL/IK
galoissch ist und Gal(IL/K) auflosbar (bzw. abelsch, zyklisch) ist.

KOROLLAR 4.68.
char(K) 1 n, sei |u,(IK)| = n (d.h. K enthalte die n-ten Einheitswurzeln).
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Dann ist fiir a € K* die Erweiterung Zfk(t" — a/K) zyklisch iiber K und der Grad teilt n.

BeEweEls:
G := Gal(t" — a/K).

G — GAi(n), o — ((C) ;l):hieristc = 1; stets also G < {((1) ;l):dEZ/n}
Z/n.

IR

DEFINITION 4.69.
Eine Gleichung der Form x" = a mit a € K" heifst eine reine Gleichung.

NEBENBEMERKUNG: (,(K)| = n & char(K) 1 n und K enthélt eine (alle) primitive
n-te Einheitswurzel(n).

Wir haben gesehen: ist |1, (K)| = n, so ist der Zerfdllungskorper jeder reinen Glei-
chung zyklisch tiber K.
Umkehrung:

THEOREM 4.70.
Sei |u,(K)| = n. Jede zyklische Erweiterung von K vom Grad n ist Wurzelkorper einer
reinen irreduziblen Gleichung t" —a mit a € K.

Das folgt aus folgender genaueren Version:

Sarz 4.71.
Sei |u,(K)| = n, sei IL/K zyklisch vom Grad n, sei etwa Gal(IL/K) = (o). Fiir jedes
a € 1L sind dquivalent:

(i) L = K(a) und a" € K;

(ii) es gibt eine primitive n-te Einheitswurzel C € K mit o(a) = a - C.

Es gibt ein « € IL* mit (i) und (ii). Fiir jedes solche a ist (1,a, ..., a" ') eine IK-Basis des
K-Vektorraums IL.

NEBENBEMERKUNG zu (a): 4 := a" € K, a ist Nullstelle von " —a = 0 = IL =
Wkp(t" — a/K).
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BEwEIs:

o ist ein Endomorphismus des IKK-Vektorraums IL.

0" = id = MinPol(c/K) teilt t" — 1. = alle Eigenwerte von o sind n-te Einheits-
wurzeln.

Fiir C € p,(K) sei IL; := Eig(o; (). DannistL¢, - L, = L, o € Ly,

= o(may) = o(a) - o(a2) = Gag - Lar = (GG)(may).

Behaupte, o ist diagonalisierbar tiber K: ¢" = id und charKK { n impliziert, dass
kein Jordankéistchen der Grofse > 2 vorkommen kann.

Es ist dimg(IL¢) < 1 fiir alle C € p,,(K). Denn seien 0 # a,f € L; = G(%) = %
E—”ﬁ‘ =424 ek
Es folgt: dimg(IL;) =1 V C € u,(K).

(i) = (ii): L = K(a), a" =:a € K.
= (fyr = 20D _a
Jo! a” a :
= o(a) = C - a fir eine n-te Einheitswurzel C.
Wire (" =1fiir1 <m < n,so wére 0"(a) = ("a = a, also 0™ = id wegen IL = K(a)

— Widerspruch.

(ii) = (i): klar: o(a") = o(a)" = ("a" = a" = a" € K.
Wire L 2 K(a) D K mit [K(a) : K] = m < n, so ware ¢"(a) = a, aber ¢"(a) =
("a # a wegen (" # 1 — Widerspruch.

O

DEFINITION 4.72.

Eine endliche Erweiterung IL/K heifit eine Radikalerweiterung, wenn es eine Ket-
te K=Ky cK; c...CK, mit L C K, und K; aus K;_; durch Adjunktion einer
Nullstelle einer reinen Gleichung tiber K;_; (#* — ;-1 mit a,.; € K;_; entsteht.

Man sagt auch: ein a € K ist durch Radikale ausdriickbar iiber K, wenn K(a)/K
eine Radikalerweiterung ist.

BE1sPIELE 4.73.

1. Jede zyklotomische Erweiterung K(C,)/K (C, eine primitive n-te Einheits-
wurzel) ist eine Radikalerweiterung.

2. Seien IL, M endlich Erweiterungen von K in K.

(a) L/K ist Radikalerweiterung = MIL/M ist auch eine Radikalerweite-
rung.
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(b) IstIL ¢ M, sind IL/K und M/IL Radikalerweiterungen = auch IM/K ist
eine Radikalerweiterung.

3. Jede zyklische Erweiterung IL/K (bei charK = 0) ist eine Radikelerweiterung:
ist [L : K] = n, so ist IL(C,)/K(C,) zyklisch (Grad teilt 7). Nach Lagrange ist
IL(C,)/K(C,) eine Radikalerweiterung = auch IL/K ist eine Radikalerweite-
rung.

Sei ab jetzt immer charKK = 0.

THEOREM 4.74.
Sei IL/K eine endliche Erweiterung. Dann gilt: IL/K ist eine Radikalerweiterung < fiir
die galoissche Hiille IE von IL/K gilt: Gal(IE/K) ist auflosbar.

BeEweEls:

,&" Sei zundchst Gal(E/K) auflosbar. Dann gibt es eine Kompositionsreihe mit
zyklischen Faktorgruppen. Sei K = K( C K; C ... C K, = E die zugehorige Kette
der Fixkorper.

Die K;/K;_; sind zyklisch, also Radikalerweiterungen nach 4.73 3. = auch E/K
ist eine Radikalerweiterung = auch IL/K ist eine Radikalerweiterung.

,~" Sei K=Ky cK; c...cK, mitL ¢ K, mit K; = K;_;(«;) mit a?i € K;_; fur
i=1,...,r.
Sei E; = die galoissche Hiille von K;/K, = K. Dann ist Gal(E,;/K) auflosbar:
K; = K(ay), a] = a € K; haben gesehen: Gal(t" — a/K) ist auflosbar.
Nun sei [E, = die galoissche Hiille von E;K; tiber [E;.

E, = die galoissch Hiille von E,_; K, iiber E,_;.
Jeder Schritt IE;/IE;_; ist galoissch mit auflosbarer Gruppe.
Sei F := die galoissche Hiille von E,/K. Dann ist Gal(IF/K) auflésbar = auch
Gal(gal. Hiille von IL/K) ist auflosbar nach folgendem Lemma:
O

LemMMmA 4.75.
Sei G eine Gruppe, H = H, < H,1 < ... < Hy < G so dass gelten:

(1) Hi<H;1 Y i;
(2) Hi_1/H; auflosbar ¥ i.
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Sei N := () gHg™ ! (der grifite in H enthaltene Normalteiler von G).
geG

Dann ist G/N auflosbar.

BeweEis:
Aufgabe 51.
|

BEMERKUNG 4.76.

Achtung: Betrachte die Gleichung die Gleichung x* + x> + x> + x + 1 = 0 {iber Q.
Schreibe x = V1, oder ( V1)2.

Das ist problematisch, da das Symbol ,, ¥/1“ iiber Q keinen eindeutigen algebrai-
schen Sinn hat: denn das Polynom #* — 1 ist reduzibel iiber Q und hat Nullstellen,
die nicht zueinander iiber Q konjugiert sind, also verschiedene Gleichungen er-
fiillen.

Sarz 4.77.

Sei IL/K eine Radikalerweiterung. Dann gibt es eine Kette K = Ky C K; C ... C K, mit
L c Kund K; = K;_1(«;) mit a?" =: ¢; € Kj_; derart, dass das Polynom t" — ¢; € K;_1[¢]
irreduzibel ist VY i.

(man sagt: K, entsteht aus K durch Adjunktion von irreduziblen Radikalen)

BeEwers:
durch Induktion - siehe Skript Scheiderer.

Kororrar 4.78 (Galois 1830).
Ist f € K][t] ein separables Polynom, so lassen sich die Nullstellen von f genau dann
durch iterierte (irreduzible) Radikale iiber K ausdriicken, wenn Gal(f /K) auflosbar ist.

Das ist fiir deg(f) < 4 stets der Fall, fiir deg(f) > 5 dagegen im Allgemeinen nicht.

Dass sich Gleichungen vom Grad 5 im Allgemeinen nicht auflosen lassen, wus-
sten schon Ruffini (1799) und Abel (1824).

Gibt es Gleichungen f € K[t] mit vorgegebener Gal(f/K) = G?
Z.B.G =S5, K(xi,...x,)/K(x1,...,x,)V™ ist galoissch, Gruppe S,,.

Fixiert man aber K, so ist es im Allgemeinen nicht wahr, dass jede endliche Gruppe
G als Gal(IL/K) vorkommt. K = Q?
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TaEOREM 4.79 (Galois).
Sei p eine Primzahl, f € K[t] irreduzibel, deg(f) = p. Dann sind dquivalent:

(i) f(x) = 0ist durch Radikale auflosbar;
(ii) Gal(f/K) ist in S, zu einer Untergruppe von GA,(IF,) konjugiert;

(iii) es gibt o, p € K mit f(a) = f(B) = O derart, dass f iiber K(a, ) zerfillt.

BEwEIs:

Siehe Theorem 3.117: G < §, transitiv: aufldsbar & (ii) & jedes 0 # id in G hat
hochstens einen Fixpunkt.

{1,...,p} &> {a1,...,a,} (a; Nullstellen von f). o(a1) = a, o(az) = a2

= (iii).

KOROLLAR 4.80.
Sei f € Q[t] irreduzibel, deg(f) = p prim. Es habe f mindestens zwei reelle und minde-
stens eine nichtreelle Nullstelle. Dann ist Gal(f/Q) nicht auflosbar.

BEWEIS:
Sei IL := Zfk(f/Q). Seien a # f5 reelle Nullstellen von f. Dann ist Q(«, f) C R, aber
L¢R= Q@p)# L.

O

BEISPIEL:
p=>5,f =t —apt+bpmita,b¢ N, p+ b= irreduzibel nach Eisenstein.
Ist pb < (p — 1)a = genau 3 reelle Nullstellen.

Lemma 4.81.
Sei p eine Primzahl, G < S, transitiv. Enthilt G eine Transposition, so ist G = S,,.

BEWEIS:
Wegen G transitiv und p prim = 3 p-Zykel in G.

O.E. (12 ... p) € G. Nach Voraussetzung 1 7 = (ab) € G. = konjugiere mit o*
(1la): A7 =10)eG. =" =1V ..)eG.
= G = §, (siehe Ubung).
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